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Résumé 1
Résolution symbolique, résolution numérique d’équations et de
systémes d’équations
Rappels et compléments en équations différentielles

Nous pensons qu’une bonne fagon de commencer le cours de maitrise de mathématiques est de
revenir sur la résolution d’équations/systémes d’équations algébriques. En effet, cela est
nécessaire a plusieurs endroits. On peut alors en profiter pour démontrer ou rappeler certains
théorémes, illustrer sur ordinateurs certaines méthodes et s’intéresser a la syntaxe des solveurs de
différents systemes symboliques. Mais on peut surtout en profiter pour introduire des concepts
peu étudiés, par exemple parler de la formule de Cardan, de la fonction LambertW ou des
systemes polynomiaux tout en faisant des exercices sur ces sujets. Ces derniers points sont
présentés de fagon originale, puisant dans les ressources dont nous disposons maintenant pour
enseigner les mathématiques.

Puisque que I’étude des systémes d’équations différentielles et 1’analyse de Fourier exigeront des
rappels d’équations différentielles d’ordre un et deux, nous en faisons dans le présent résumé; et
les itérations de Picard sont utilisées afin de renforcer le concept de solutions itératives. La
transformée de Laplace est un outil fondamental et nous en rappelons les principales propriétés.
Toutefois, ces « rappels » risquent d’étre des compléments ou nouveautés pour certains étudiants
car plusieurs exercices dépassent la théorie normalement vue dans un cours d’E.D. du premier
cycle.

Voici les différentes sections de ce résumé.

1- Résolution symbolique d’équations et de systémes d’équations
2- Méthode du point fixe et méthode de Newton
3- Equations différentielles : rappels et compléments
4- Transformée de Laplace : rappels et compléments
Liste d’exercices pour le résumé 1
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1- Résolution symbolique d’équations et de systémes d’équations

Cette section pourrait porter le titre de « la magie des systéemes symboliques » mais loin de nous
la prétention d’expliquer comment fonctionnent ces systémes. On veut plutdt guider 1’étudiant
dans I’utilisation de la fonction « solve » ou son équivalent. Le micux est d’y aller avec certains
exemples et en profiter pour faire des remarques, pertinentes nous 1’espérons. Ces exemples sont
importants pour 1’étudiant qui suit Mat 805 et qui est peu ou pas familier avec les systémes
symboliques (logiciels de calcul symbolique, calculatrice symbolique). 1l faut avoir en téte que le
mode de calcul, par défaut, est le mode exact pour les systéemes sur ordinateur, alors que la
calculatrice TI, en mode « auto », passe en numérique si le symbolique n’est pas possible ou
utile.

1.1 Equation linéaire, équation quadratique Considérons quelques équations « faciles » a
résoudre. Disons pour commencer les équations polynomiales linéaire et quadratique :

ax+b=0, ax’+bx+c=0 (ab,ceR,a=0).

. . b —b+4b*-4ac
Nous savons que les solutions sont respectivement —— et 5 . Rappelons que
a a

o : , b%—4ac : :
I’équation quadratique ax®+bx+c=0est transformée en y? T =0 si l'on fait la
a

- b , L R -
substitution x = y—2— . autrement dit, on a fait « disparaitre » le terme en x, on a « complété le
a

carré ». On en déduit ensuite la formule quadratique. Maple et Derive donnent ceci :

> solve(ax+b=0,x);

> solve(ax2 + bx—l—c:O,x);

-b++/ -4ac-|—b2 b+ —4ac+b2

2a ’ 2a

#1: SOLVE(a:x + b =0, %)

b
#2: = - —

a

2
#3: SOLVE(a:x + bex + c =0, %2
2 2
Jb - 4iac) - b Jib - d4vaic) + b
#4- X = WK = —
2ra 2-a

Figure 1.1




La calculatrice/logiciel symbolique de Texas Instruments (T1-Nspire CX CAS) :

solve{a- _1'+b=0,_1'] b
x=—
a
. Ptaos  Apcacw
solvela: x“+b- x+c=0,x, b"—4-a c-b '(. b"—-’-l-a-c—i—b_]
x= or x=
2-a 2-a
Figure 1.2

1.2 Formule de De Moivre Une autre équation « facile » a résoudre est la suivante : on fixe un

nombre complexe z ainsi qu’un entier positif n et on résout I’équation w" =z, équation dont les
solutions sont appelées les « n racines n-iemes du nombre z». Evidemment pour z réel, des

formules d’algébre remarquable font le travail. Par exemple, pour résoudre w® =-8, il suffit
d’utiliser la formule remarquable a®+b® = (a+b)(a2 —ab+b2) pour obtenir

W3:—8<:>W3+8:0<:>(W+2)(W2—2W+4):O<:>W:—2 ouw=1+i/3.

Un systéeme symbolique est, en général, «orienté complexe » et, par conséquent, décide

d’afficher pour « la » racine n-iéme d’un nombre z la premiére solution de I’équation w" =z que
I’on rencontre lorsqu’on part de la partie positive de I’axe réel et tourne dans le sens anti-horaire.

Donc, « la » racine cubique de —8 sera 1+iy/3 et non pas —2 (donc toujours choisir la branche

« principale » ou « rectangulaire » dans le logiciel Nspire dans les réglages de Format Reéel ou
Complexe). Donc, si z est quelconque, on ne simplifiera pas (z3)® sauf si z est réel positif (ce qui
donnera z) ou encore si z est réel negatif : on a alors

2\U3 3
z<0:>(z ) :—z(%H;J.

De fagon générale, la résolution de I’équation w" =z se fait par utilisation de la formule de De
Moivre que nous rappelons ici. Soit z=re'’ un nombre complexe donné écrit sous forme
polaire (r > 0 est son module et & son argument: —z< @ < x). Soit n est un entier positif et
supposons qu’on cherche a résoudre I’équation w" =z. On pose w= Re'?de sorte que, par la
formule de De Moivre,

Wn — Rn enl¢1
Mais alors

W=z R%e"?=re? o R=Ur et go:w,kzo,l,&...,n—l.
n

Cela sera utile lorsque nous voudrons trouver les solutions d’une équation comme 2* = x°. Nous
pourrons nous concentrer sur I’équation o 26 = x avec a parcourant I’ensemble des 6 racines 6-
iemes de I’unité. Réécrivant ensuite cette derniere équation sous la forme équivalente




_xIn@)

_xIn(2)

6

6 —=_

@
6

il nous suffira de savoir résoudre une équation du type we" =z.

1.3 Exemple [l semble bien que les systemes symboliques utilisent la formule de De Moivre (ou
quelque chose d’équivalent). Par exemple, les 6 racines sixiemes de I’unité sont données par les
zéros de I’équation 2% —1 =0: la prochaine figure montre aussi que pour avoir les solutions
complexes avec Nspire, on lui indique en rajoutant un « ¢ » devant « zeros » et pour afficher les
zéros multiples, on doit utiliser la commande « cPolyRoots ».

1.4 Parties réelles, parties imaginaires et graphisme associé
nombres complexes et profitons-en pour donner quelques informations.

zeros[z6—1,z] {_1,1}
cZeroS{zﬁ_l,z} l+£'il—£-¢_llﬁ-ii B-i-ll
2 2 2 2 "2 2 ‘2 2 7
) (,i,1,1
cZeros([_z‘l—l_]q,z {1: 3
' |2 11iddd
cPolyRoots {24—1) Z { Lt }
Figure 1.3

Faisons quelques rappels sur les
Posons i 1’unité

imaginaire. Rappelons quesi z=x+iy=re'?, alors on écrit souvent ceci

x=Re(z), y=1Im(2),

r=|z|=

X2 +y?,

0 =Arg(z) = zsign(y) —tan‘l(ij
2 y

Arg(z) est dans l’intervalle ]-7, x] et la formule donnée ci-haut couvre bien tous les cas
(évidemment lorsque y = 0, alors z est réel et Arg(z) = 0 ou 7 dépendant du signe de z). Et si

z,, Z, sont 2 nombres complexes, alors

2,=12, < Re(z;)=Re(z,)~Im(z)=1m(z,)

L’égalité de nombres complexes sera utilisée dans la recherche de solutions complexes a une
équation a coefficients réels. 11 suffira de remplacer la variable x par la variable complexe x+iy
et d’égaler les parties réelle et imaginaire de 1’équation. Les solutions complexes de 1’équation se
trouveront la ou les 2 courbes se croiseront. Cela sera difficile a réaliser avec Nspire CX CAS, le
tracé implicite 2D étant confiné aux équations polynomiales pour I’instant. Cela a toujours été




trés facile avec Derive. Dans Derive (et aussi dans la T1), une variable non déclarée est supposée
réelle : ainsi v/x* se simplifie en |x|. Mais si ’on a déclaré x complexe (dans la TI, on peut

écrire x_ pour indiquer que la variable x est complexe), alors «x? reste tel quel lorsqu’on le
simplifie.

1.4.1 Exemple Considérons la région du plan complexe définie par

0< Im(1j<l
z

Si I’on veut vérifier notre réponse en utilisant Derive, il suffit de faire cela: on indique au
systéeme que z est une variable complexe et trace le #32 (ou sa simplification #33) et ¢a donne la
région ombreée plus bas dans la figure 1.4 :

#31: z iz x + Ly

1
#i2. 0 = IM[—J < 1

Z

#33: 2 2

Figure 1.4

1.4.2 Exemple Prenons I’équation x> +3x+1=0 qui posséde une seule racine réelle et deux

racines complexes conjuguées. Cela est clair puisque la dérivée de x>+3x+1 est toujours
positive : le polyndme changeant de signe entre —1 et 0, la racine réelle est donc située entre —1 et
0. La racine réelle ne peut étre rationnelle en vertu d’un théoréme d’algebre bien connu. On va




la trouver plus loin avec la formule de Cardan. Pour I’instant, montrons que I’utilisation des
nombres complexes permet de « voir » les 3 racines. Remplagons x par x+iy pour obtenir

(X+iy)>+3(x+iy)+1=x3+3x% y+3xi%y? +i®y® +3x +3i y +1
:(x3—3xy2+3x+1)+i(—y3+3x2y+3y)
Il nous suffit de faire tracer, dans une méme fenétre 2D, les 2 courbes (implicites)
X3 —3xy?+3x+1=0et—y*+3x’y+3y =0.

-3 v (y2-1)+1-0

-6.67

Figure 1.5

Ou encore de voir ou la surface z(x, y) = ‘(x+i v +3(x+iy) +1‘ touche au plan des xy :

Figure 1.6



1.5 Formule de Cardan Pour les équations polynomiales de degré 3 ou 4, des formules existent
mais, dépendant du systeme, la réponse sera affichée sous des formes différentes. Dans certains
cas, les formules de Cardan dont nous allons ici parler sont utilisées pour le degré 3.

Il 'y a des exemples ou les 3 solutions sont réelles mais des radicaux imbriqués encombrent
I’écran et la présence du nombre i (\/—1) laisse penser que 2 des 3 solutions sont complexes
conjuguées alors que les 3 solutions sont réelles. Pour des raisons de commodité, la calculatrice
symbolique passe en mode numérique plutdt que d’afficher des réponses encombrantes (& moins
de forcer le mode « exact »). La structure « RootOf » de Maple joue un role important dans ce

sens. De plus, les systemes peuvent passer en arithmétique flottante avec des commandes du
genre « fsolve », « nsolve ». Cela est souvent plus pratique.

Parlons de comment on résout I’équation polynomiale de degré trois. 1l est facile de montrer que

la substitution x = y—3£ transforme I’équation polynomiale du troisieme degré
a

ax’+bx?+cx+d=0

. c b 9abc—27a%d —2b°
en I’équation y3+3py-29=0 00 p=———— et =
a yorepy=ad P 3 oa? 54a°

concentrer sur une équation du type y*+3py—2q=0 et évidemment supposer q # 0. Trouvons

. On peut donc se

cette solution réelle. Notez que d’écrirey®+3py—2q=0 simplifiera la démonstration de
I’importance du signe de q° + p° qui apparaitra bientot : de plus, la fonction y®+3py—2q aura
deux points critiques lorsque p <0: +,/—p . Une belle animation de tout cela sera faite « live »
au cours.

Voici une premiere facon de procéder: on pose y=u—B et on aboutit a 1’équation
u

« quadratique déguisée » u®-2qu*—p*=0 dont on tire u®=q++g*+p® (on a aussi

u® =q—+/g2+ p® mais on peut montrer que les deux choix menent au méme résultat final). Cela
permet de déduire la formule de Cardan :

Y3
y=@+Jq*+ﬁ) - i 73
(q+Vq2+p3)

1.5.1 Remarque Il est clair que si p est positif, il N’y a qu’une seule solution réelle (car la dérivée

3
de y*+3py—2q est alors toujours positive). De plus p > 0 et alors (p3)]/ = p. On peut donc

réécrire la formule de Cardan comme suit dans le casotup >0 :




" v P /qz N p3 _q)l/a
JaP+pd+ql - : 7w = (Vat+pi+a) - ( 73
| | (Vo + " +a) ( ) (/)

o

Notons que p < 0 n’implique pas nécessairement trois racines réelles. On montrera en classe que
c’est le signe de gq®+ p* qui est déterminant et on comprend un peu pourquoi des nombres
complexes ont été rendus nécessaires.

1.5.2 Exemple Utilisons la formule de Cardan pour trouver I’unique solution réelle de I’équation

x3+3x+1=0. Onap=1etq=—"Ydetelle sorte que +/q*+ p° :g. Ainsi

13
(1ﬁj _ﬁz_mm..

3
2 2 ngV
+7
2 2

En utilisant la remarque préecédente, on peut donc dire que I’unique solution réelle de 1’équation
x3 +3x+1=0est donnée par

x:(‘/_*r’__l]l/g_(x/gﬂjls (4J§_4)U3 (4\/§+4)1/3

= - ~—0.322185...
2 2 2 2

Le logiciel Derive ne faisait pas les choses a moitié :

3
#1: SOLUTIONS(x + 3.x + 1, x, Real)

1/3 1/3
(4.5 - 4 (4.5 + 4
#2: -
2 2

Figure 1.7

Voici une autre fagon de procéder pour arriver a la formule de Cardan. L’idée est un peu comme
celle de complétion du carre, donc ici une « complétion du cube » que nous appliquons & notre
exemple. On veut résoudre x*+3x+1=0. On pose x = u + v et alors

X 43x+1=(U+V)>+3U+Vv)+1=u*+v¥+3uv(Uu+v)+3(U+Vv)+1=0.

On choisit de poser u v =—1. Cela donne x*+3x+1=u’+v3+1=0. Résumons :




Or lorsque nous avons une équation quadratique de la forme t?> —(a+b)t+ab =0, nous savons
que ses racines sont précisément a et b : cela nous méne donc & I’équation t> +t—1=0 dont les

5 s 145

solutions sont t=—1J_r—. Donc > =—=4+—et vv=—=—-— . Pour > =—=+— |, la
2 2 2 2 2 2 2

2
5 5

3
solution réelle est bien [—§+7} tandis que pour V3 :—%—7 qui est négatif, la solution

3 13 1/3
réelle est simplement —(%-{-?) . Onaencorex=u+v= (_%Jr?j _(1 \/5) |

2 2

1.5.3 Exemple Dans le dernier exemple, changeons le signe du coefficient du terme linéaire et
considérons plutdt I’équation x® —3x+1=0. Que fait Maple ?

> solve(x3 —3x+1:O,x);
(4+a1/3)' ) (4+a1y5)'"
+
2

(—4+41ﬁ)1/3’ 4

1

(—4+41J?)1/3

03 (-4+4;ﬁ)1/3_ 2 1/3]
N (-4+41J3)
5 :
_(-4+41J?)1/3 B 1
4 (-a+41y3)""
/3 (—47L4£J?)1/3 - 2 1/3}
B -44+41J3)
2

evalf (%);

1.532088886 — 1. 10 'O, —1.879385241 — 1.732050808 10~ '°

0.3472963549 + 1.732050808 10101

L

> fsolve(x3 —3x+1=0, x);
—1.879385242, 0.3472963553, 1.532088886

Figure 1.8




Comme I’indique le « fsolve » de Maple dans la figure 1.8, I’équation posséde bel et bien 3
racines réelles comme on peut d’ailleurs s’en convaincre avec un graphique ou par calcul
différentiel. Soit dit en passant, notez qu’on trouve que q° + p° est négatif et on comprend alors
pourquoi, comme on en parlait précédemment, les nombres complexes ont été inventés : pas pour
résoudre 1’équation du second degré mais celle du troisieme degré! Les 3 solutions données par
Maple sont conséquentes avec la formule de Cardan : en effet, ici on a les valeursp =-letq=—

1, de sorte que u®=q+4/g?+ p® :_1+—2h/§' Et la formule de De Moivre donne les 3 solutions

pour u et ensuite on écrit X = u — p/u. Ces réponses peuvent étre beaucoup plus élégantes... si
I’on fait comme Derive qui semble utiliser une substitution trigonométrique puisque ses réponses
sont les suivantes :

3
#5 SOLVE(x — 2ax + 1 =0, =3

#65: ®

2 m il
205 YoR — 2005 — | v ox Z2SIN —
g g 15

0.3472963553 v x = 1.532088886 v » = -1.&79385241

#7

*
1

3
#&: MEOLVE(x — 3.x + 1 =10, =3

#9: ¥ = -1.87V9385241 v x = 03472963553 v x = 1 532088885

Figure 1.9

1.6 Equations du troisiéme degré dont les solutions sont toutes réelles Montrons comment
obtenir cela. On pose x = a sin(6) (— 712 < 6 < #/2) et substitue dans I’équation pour obtenir

adsin®9-3asin@+1=0.

3sin @ —sin(36)

Or, par identité trigonométrique, on a que sin®@ = et ainsi on obtient

a3(3sin 0 —sin(30)
4
Choisir a = 2 rend I’équation facile a résoudre puisqu’alors sin(36) =% ..

. 3a° A,
-3asinf+1=0< T—Ba S|n9—75|n(3¢9)+1=0.

Les solutions de sin(w) =a (-1 <a<1)sontw=arcsin(a) + 2k = et w= z—arcsin(a) + 2k .

Et puisque arcsin(1/2) = /6, les solutions d’une équation comme sin(w) = % sont donc, a
2k pres, 716 et 57/6.

10




En faisant « rouler » k et devant rester entre — /2 et /2, on trouve 8= /18, 57/18 et —54/18.
Les 3 solutions de I’équation x®—3x+1=0sont donc Zsin(%)Zsinﬁ—gj et _ZSin(%}

Mais sin(nz) = cos((1/2 — n) z) et les réponses peuvent étre remplacées par celles-ci :

2sin z ,2C0S z et —2cos z )
18 9 9

Jetons un coup d’il a la calculatrice symbolique TI: notez que son « nsolve » ne donne ici
qu’une réponse (c’est toujours le cas avec un solveur numérique). On le « guidera » pour obtenir
les autres en donnant un point de départ ou une condition (voir écran plus loin). Notez aussi que
Nspire CAS peut résoudre cette équation en mode exact, utilisant aussi des réponses sous forme
trigonométrique ... mais on est encore loin de 1’¢légance des réponses que Derive a données
tant6t : pour cette raison, I’auteur de ces lignes a programmé des fonctions pour Nspire CAS :

nSolve{_rj—j- .1'+1=0,_1'_] 0.347296
nSolveLj—} .1'+1=0,_1'=-2_} -1.87939
nSolve{_rj—j- _r+1=0,_r_]|_1->0_4 1.53209
po!:=_r3—3- x+1 ¥3-3 v+l
zerosipol,x 2. x
&; ] cos|— +sm j_+1
2mn 2mn 1 9
“|cos +sin ' Jg 0
9 27 2- 2-m
cos|—— +SlI1 Jﬁ 3+1  cos|—|tsinf—]| J;
kft_efs_mblcompact_cubic[pol,_r) m 2m b
2-sin|—|,2- cos|—/,-2- cos|—
9,
Figure 1.10

1.7 Exemples divers Beaucoup de « trucs » sont implémentées dans les systemes symboliques.
Méme s’il n’y a pas de formule pour une équation polynomiale de degré 5 ou plus, on peut quand
méme, dans certains cas, la résoudre.  Considérons I’équation polynomiale suivante:

x°+x+1=0. Puisque la dérivée de la fonction continue f (x) = x> +x+1 est toujours positive,

alors il n’y a qu’une seule racine réelle, située entre —1 et 0 comme 1’indique les valeurs de signe
contraire des images de ces 2 points. La calculatrice symbolique TI distingue les solutions réelles
des solutions complexes. De plus, il est souvent commode d’utiliser des fonctions semblables au
« solve » mais dont la forme de la réponse est une liste ou matrice.

11



On voit a la figure 1.11 des saisies d’écrans provenant de Derive. Notamment ’utilisation de la
commande “solve(eq, var, real)” et celle de “solutions(eq, var)”. Des résultats numériques sont
obtenus immédiatement en approximant “solve” plutét qu’en le simplifiant ou en utilisant
“nsolve” ou “nsolutions” plutot que “solutions”.

k]
#10: SOLVEx + x +1 =10, %)

1/3 1/3 1/3 1/3
(100 - 12../69) (12./89 + 1000 1 (108:423 + 300.,/3) (300.3 — 108.423)
#11: x = + + — 4 L - voK o=
12 12 3 12 12
1/3 1/3 173 1/3
(100 - 12.,69) (12.,69 + 1000 1 (300.43 — 108.423) (108:423 + 300.,/3)
+ + — 4 L - ¥R o= —
12 12 3 12 12
1/3 1/3
1 NETY 1 NETH (100 - 12./69) (12.J69 + 1007 1
_— = ¥R D - — + WoH = = - + —
2 2 2 2 5 5 3
5
#12: SOLVEx 4+ x +1 =10, %, Real)
1/3 1/3
(100 - 12../69) (12./69 + 1000 1
#13: ® o= - - + —
5 5 3
5
#14: MSOLVE(x + = +1 =10, %, Real)
#15: x = -0, 7548776662

5
#16: NSOLVEx +x + 1 =0, x)

#17: x = 0.8774388331 — 0.7448517666.L v x = 0.B774388331 + 0.7448617666.L v x = 0.5 — 0.860254037.L v x = -0.5 +
0. B6R0254037. L v » = -0, 7548776667
5
#18: NSOLUTIOMS(x + x + 1 =0, %
#19: [-0.7548776662, -0.5 + 0.8660254037.0, -0.5 — 0. 8360254037, 0.8774388331 + 0.7448017666.L, 0.8774388331 -

0.7448617666. L]

Figure 1.11

Comment Derive a-t-il réussi a trouver de facon exacte la racine réelle de I’équation

x°+x+1=07? Difficile & dire puisque les systtmes symboliques sont trés discrets sur les
méthodes utilisées pour résoudre des équations. Ceux qui ont utilisé Derive savent toutefois que
son intégrateur symbolique montrait les étapes de ses calculs et que cela se poursuit maintenant
dans le systtme Rubi d’Albert Rich. Tentons une explication sur la solution reelle de

x> +x+1=0. Ona
XCax+1=0 < X+x*+x3+x%ex+1=x*+x3+ %2

= xs(x2+x+1)+(x2+x+l)= xz(x2+x+1)
=N (x3+1)(x2+x+1)—x2(x2+x+l):0

=N (x?’—x2 +1)(x2 +x+1):0

12
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Puisque les racines du facteur quadratique sont complexes, la racine réelle de I’équation
x° +Xx+1=0 est donc la racine réelle de I’équation du troisiéme degré suivante :

pol(x) =x3 - x?+1=0.
y

On se débarrasse du terme en x? en posant x = y + 1/3 pour obtenir I’équation y* —§+§ =0qui

est donc de la forme y*+3py—2q=0. Icionap =-1/9 et q = —25/54 de telle sorte que

q+\/q +p° \/_—éz—0001484<0

. . . A 2 .
On sait (section 1.5) qu’on aura les 3 solutions de I’équation y3—%+2—§=0en résolvant
N J69 25 o : _
I’équation u® :F_a et ensuite y= u—E. Mais ici, ce dernier nombre est négatif et la
u

J69

branche principale étant toujours utilisée, la racine cubique deﬁ—z—i sera un nombre

27il3

complexe. On aura donc la racine réelle en multipliant par e > donc

o (100—12@ )1'3 (100+12@ )1'3

ety=u——=— -
6 y u 6 6

v3
_ 27l [@_EJM ~ (100—12\/@)

18 54

Et puisque x =y + 1/3, on comprend d’ou sortait la réponse de Derive!

1.8 Exemple d’une réponse « symbolique » Lorsqu’on considére une équation polynomiale
de degré 5 ou plus, on peut toujours trouver, en arithmétique flottante, toutes les solutions. Soit,
pour fixer les idées x° + x+3= 0. Derive retourne I’équation, & moins d’approximer. Sa fonction
« solutions » retournant une matrice, le mode exact peut retourner une matrice vide!

El
#20: SOLVE(x + % + 2 =10, %)

5
#21: X o+ ® = =3

#22: % = -0.4753807566 - 1.129701725.L v x = -0.4753807566 + 1.129701725.L v x = 1, 041879539 - 0. 8228703381.¢ v x =

1041879535 + 0, 822870338L.L v x = -1.132957565

Figure 1.12

Maple: pour un polynéme, la structure « RootOf » permet d’utiliser chacune des racines.
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> solve(x5 +x+3=0, x);
RootOf(_Z5 + Z + 3, index = 1), RootOf(_25 + Z + 3, index
= 2), RootOf(_Z5 + 7+ 3, index = 3), RootOf(_Z5 + Z
+ 3, index = 4), Ii’ootOf(_Z5 + Z+ 3, index = 5)

Figure 1.13
1.9 Exemple et le gros bon sens Lorsqu’on considére une équation non polynomiale, alors les
systemes symboliques ne remplacent pas 1’analyse du I’utilisateur et I’imagination et le gros bon

sens sont toujours de mise. Il n’y a pas de formule pour résoudre I’équation sin X :l—g. La

calculatrice TI « avertit » ’utilisateur que certaines solutions seront peut-étre oubliées :

. X x=0.988567 or x=2.5236 or x=6.24272 or x=10.2002 or x=11.4336
A solve 51n(_r]=1——,_r
) x| 6 sin[_t'}+_1'=6
exact|solve sm{.r}=1—g,_r
) X 0.988567
nSolve 51n(_1')=1——,_1'
6
) X 2.5236
nSolve 51n(_1')=1——,_1'=2
6
) X 6.24272
nSolve 51n(_1')=1——,_1' |3<x<7
6
) X 10.2002
nSolve 51n(_1')=1——,_1',9, 11
6
) X 11.4336
nSolve sm(.r)=1——,.r,11,°°
6

Figure 1.14
Un graphique de chacun des cotés de 1’équation indique qu’il y a, en tout, 5 solutions. On voit
donc de la Figure 1.14, que Nspire CX CAS a bel et bien trouvé (dans ce cas-ci) ces 5 solutions
lorsque le systeme passe en mode approximatif. En mode exact, il ne retourne que 1’équation
sous forme équivalente. Et guider le « nsolve » peut étre utile.

Regardons les réponses de Maple et de WolframAlpha dans la figure 1.15.
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> solve(sin(x) -1 x);
RootOf (6 sin(_Z) — 6 + Z)

> ﬁolve(sin(x) =1- i, x);
0.9885669797

> fsolve(sin(x) =1—-—= x=2);
2.523600393

& WolframAlpha

x = 0.988567
X = 2.52360
X~ 6.24272
x = 10.2002
x=~ 11.4336

Plot:

solve sin(x)=1-x/6 for x B ]
Input interpretation:
. X
solve sin(x) =1- — for x
6
Solution over the reals: More digits

Figure 1.15

Comment réagit Derive?  Au départ, une fenétre contenant le graphe de chaque cété de

I’équation indique bien 5 intersections au total, comme on I’indiquait tantét:
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Figure 1.16

Dans Derive, il n’y a jamais eu de structure « RootOf » :

¥
#23: SDLVE{SIN(X} =1 - —, XJ

5
X
#24: SIM(x) + — =1
5
X
#25:  NSOLWE| SIN(x) = 1 - —, x
5
#26: X = 6, 242720V38

X
#2T ! NSDLVE{SIN{X} 1-— =, 0 3}

#2&: x = 0,98856659796

X
#29: NSDLVE{SIN{X} 1-— =, 1 3}

#30: ¥ = 2,5236003293

Figure 1.17

1.10 Systemes polynomiaux De tels systemes sont résolubles en utilisant un algorithme (base
de Grobner) heureusement implémenté dans les systemes symboliques.

1.11 Fonction LambertW  Voila probablement une des belles implémentations récentes d’une

fonction mathématiques (2 des auteurs étaient au symposium TIME-2004 tenu a I’ETS en juillet
2004. Beaucoup d’autres développeurs sont aussi venus a la conference ACA 2009 aussi
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organisée a I’ETS en juin 2009 de méme qu’a ACA 2019 en juillet 2019. Commencons par
I’exemple suivant qui nous mene bien sur la piste de cette fonction spéciale!

1.11.1 Exemple On cherche toutes les solutions réelles et des solutions complexes a 1’équation
2X — X6

Un graphique indique 2 intersections de part et d’autre de 1’origine mais une troisiéme solution
réelle (et positive) existe nécessairement puisque la fonction exponentielle 2* finira par dominer

la puissance x®. Vu autrement, puisque cette solution est positive, on peut transformer 1’équation
originale en

et comme la fonction

tend vers 0 lorsque X tend vers I’infini, une 3 troisiéme solution existe. On parvient a la localiser
facilement en faisant une table de valeurs par exemple. On trouverait ceci :

X =}

#34: MNSOLVECZ =x , %)

#35: ¥ = —0,9011325524
® G5

#36: NSOLVE(Z == , x, 0, 22

#37: ®» = 1.140879647
® 5

#38 NSOLVE(Z =2 , =, 2, =)

#39: ¥ = 29, 21048705

Figure 1.18
Afin de visualiser des solutions complexes, nous appliquons la méthode introduite en 1.4.2.
La Figure 1.19 montre cela. On a pris la partie réelle et la partie imaginaire. On a ensuite fait
tracer les graphes des deux courbes implicites dans une méme fenétre. On peut apercevoir, ans un

voisinage de 1’origine, 4 solutions complexes en plus des 2 réelles proches de 0. Ces solutions
pourront étre trouvées numériquement bient6t.
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X+ Ly 6

#40: RE(2 = (X o+ Leyd D
% pi pi 4 2 2 4
#41 2 2COSCyLNC23D = (2 -y Jolx - Ldex oy + ¥y )
X+ Ly 6
#4272 IM{2 = (% + Ley) )
% 4 2 2 4
#43: 2 aSINCyLME23) = 2extey (30 — 10w oy + 3ay )

0.5

(%
@

\

-0.5

-
_ 0.5 0.5 \\

)
%

Figure 1.19

Comment expliquer ce que fait Maple avec la méme équation? Son solveur fait appel a une
fameuse fonction qui semble avoir été inventée afin de résoudre des équations du type ze’ =w.
Afin de bien comprendre ce qui se passe, supposons que « désigne I’une des 6 racines sixiemes
de 1, on doit donc résoudre I’équation a2¥8 = x qui est équivalente aux suivantes :

xIn(2) ~xIn(2) ~xIn(2)

ae & =x o xe 8 =g o _MeTz_amQ) _
6 6
it ré squati X : xIn(2)
Donc on doit résoudre une équation du type Xe™ =Y : dans notre exemple, X =- et

Y:—M avec o € il,iliiﬁ .
6 2 2
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Notez que la fonction x> xe*n’est pas bijective mais le deviendra en considérant les deux

parties de part et d’autre de son minimum absolu: en inversant, on obtient deux branches
dénotées par Wo(x) (« branche principale ») et W.1(x) comme la figure 1.20 le montre. Ce sont
ces deux branches seulement qui procurent des valeurs réelles (bien qu’elles donnent aussi des
valeurs complexes lorsque x < —e1). Les autres branches Wy pour k entier donnent toujours des
valeurs complexes .

1.31 v

Wolx)

=y~ @ X
yee (-1,-e1)

Figure 1.20

Les différentes branches de la fonction LambertW sont séparées comme suit. La courbe (donnée
sous forme paramétrique ici)

X =-tcott

, —w<t<rm

y=t

a laquelle on rajoute le point (-1, 0) sépare la branche principale Wo(x) des deux branches W(x)
et W.1(x). L’intervalle ]—oo, —1] sépare les branches Wi(x) et W.i(x). Finalement les autres

branches sont séparées par les courbes

X =—tcott
{ , 2k <tt<(2k+1) 7, k=123,

y=t
La fonction LambertW est donc « multiforme » est ¢’est donc la fonction réciproque de y = xe*.

Nous pouvons maintenant poursuivre notre exemple
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Les solutions de I’équation 2* = x®sont donc x=—% Lambertw(k,—alg(z)j. Maple en
n

donne :

> solve(Zx = x6, x);
6 LambertW( % In(2) ) 6 LambertW( - % In(2) )

In(2) ’ In(2) ’

6 LambertW( -1, —% 1n(2)j

In(2) ’
6 LambertW| - - In(2) i—ilﬁj
6 R
In(2)

6

6 LambertW| - 1 In(2) [
6 LambertW (

(
(
-
8

W()e"® =z ye¥=zoy=W/(2)
http://www.orcca.on.ca/LambertW/

Figure 1.21

Lorsqu’on programme cette fonction avec ses différentes branches, on peut ensuite I’évaluer :
nous I’avons fait dans la librairie kit_ets_mb. On trouve bien comme Maple ou Mathematica via
sa fonction « ProductLog » :

6 -0 In(2)
1'a_l](a):—m :

{1‘a_|](1)11‘a_I]('l)Jl'a_I]( = t £ JS_ )Jl‘a_ﬂ( Lz J3_ ),ra_l]( = } r JB_ )Jla u(-__ v J_ ) }
2 2 2 2 2 2 2
- { 1.14088,-0.901133,0. 420866+0. 961768 ¢,0. 420866—0. 961768 ¢,-0.540072+0. 76877 2 1,-0.540072-0. 76877 1'}

ra l(cv) = = ln(2) ) Terminé
ra 1(1)

'kit_o:ts_mb\l:vl111bv.=.1'txvt-'([f]J ) * Terming

- kit_ets mb‘Jambeltw(

()

21
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Figure 1.22

On peut méme rajouter plusieurs autres solutions complexes (qu’on verrait d’ailleurs en
agrandissant la fenétre que donnait Derive a la Figure 1.19) :
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X

{m 1(-1)ra_1(1) ra 1( ),1:-1 1(2 IJ_) 1(%+flf),ra_l(_21 f"h_)}

' { 33, 4659+34. 0702 4,29.2105,20,1715-12. 4531 4,20, 1715+12 4531 ¢,24.8737+44 0603 4, 21.8633+23. 657
ra 2(0) = ( ) kit _ets 111b‘da111be1m(2 - 111(2)) v T
0 L,
{1‘51_2( 1) ra 1(1) 1a_2(i+ r J:_ ),1‘a_2(i—£),ra_2(i+ r J:_ ),1‘3_2( 1t J:';_ ) }
2 2 2 2 2 2

’ { 39.8563-91.628-1,29.2105,42,4937-125.677- 1,41, 2725-110.207- 1, J,."D-ll—!'-!l_."?'ﬂ'?' ,40,5925-100.934 :'}

b

Figure 1.23

1.11.2 Simplifications avec LambertW Si I’on s’en tient a la résolution d’équations, alors toute
équation ramenable a la forme yeY =z, dans laquelle z est un nombre donné (possiblement

complexe) et dans laquelle y est I’inconnue a trouver, pourra étre résolue en prenant la fonction
LambertW de chaque c6té de cette équation. En d’autres termes, utilisant « W » pour désigner
une quelconque branche d’indice « k » de la fonction Lambert W(k, z), on a donc

w (yey) =Y.
En particulier on a (ce qui se remarquait d’ailleurs de la figure 1.21)

W@ __Z

W(2)
1.11.3 Exemple Il est facile de trouver & il les solutions 2 et 4 de I’équation x*> =2*. La
troisieme solution réelle (ainsi que 2 et 4), de méme que toutes les solutions complexes sont

faciles a trouver via LambertW. En effet, I’équation est équivalente a x = +eXIN(@)/2 qui est a son
tour équivalente a
N2 xin@y2 _ In2
2 2
. 2 In2 . L
Mais alors —x=—mw (iTj ou « W » désigne une branche de LambertW. Notons que
n
—In(2)/2>-1/e et donc les branches k = 0 et k = —1 vont étre utilisées pour évaluer la valeur de
In2 In2 .

W[—7j et la branche k = 0 sera utilisée aussi pour la valeur de W( 5 j Les solutions

réelles se retrouvent donc parmi les 3 valeurs suivantes :

B 2W 0’In2 o 2W O’—In2 et—iW 1 —In2
In2 2 In2 2 In2 2
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La premiére réponse donne —0.766665.... Notons maintenant ceci: dans W(yey):y,

remplacons y par —In(x) et utilisant le fait que pour x non nul on a toujours exp(In(x)) = x et donc

exp(=In(x)) = 1/x, on trouve que W(—In—xj=—ln X. Mais alors I’image de la branche k = 0
X

consistant en les réels > —1 et puisque —In(2) > -1, on peut écrire

_iv\/ o’ﬂ :_i.(_mz):z_
In2 2 In2

Et comme I’image de la branche k = —1 consiste en les réels < —1 et que —In(4) < -1, on peut
écrire

_LW _1,ﬂ :_LW _1,_2|n2 - 2 W _1,ﬂ :_i.(_|n4):4_
In2 2 In2 4 In2 4 In2

1.11.4 Exemple Dans W (yey) =y, si I’on remplace maintenant y par In(x) et utilise encore le

fait que pour x non nul on a toujours exp(In(x)) = x, on trouve que W (xln x) =Inx. Cela permet

de montrer que la solution (positive) & I’équation x* =3 est 33. En effet, un calcul montre
qu’on aboutit & x°Inx=1In3, d’ot X3 In(x3):3ln3, d’ou W(x3 In(x3)):W(3In3):In(3) et

ainsi In(x3):ln3 et x=3/3.

1.12 Remarque et définition Dans le cas des solutions données numériquement, quelles
méthodes « magiques » les systemes symboliques utilisent-t-ils? Probablement, un « mélange »
de différentes méthodes.

Nous allons présenter deux d’entre elles maintenant. La premiére est celle du point fixe et la
seconde est celle de Newton. Chacune de ces méthodes sera étendue aux systémes d’équations et
I’utilisation d’un calculateur s’avére fort utile, voire nécessaire ici.

On dit qu’une fonction g posseéde un point fixe s’il existe un nombre r tel que g(r) = r. Si, de
plus, la fonction g est dérivable, nous dirons que ce point fixe est un attracteur si |g’(r)| <1.

Ainsi, on trouve facilement que les points fixes de la fonction

x(4+x2)

X —_—
9(x) 1+4x?
sont 0, 1 et —1 et que 0 n’est pas un attracteur. On peut alors se demander si, en itérant g(x), cela
va converger. Ainsi, en partant « proche » de 0, disons 0.2, nous trouverions que ¢a converge
mais pas vers 0 mais plutét vers 1: la fonction «iterates » de Derive posséde un dernier
argument facultatif. La précision est limitée a 14 chiffres dans Nspire (on voit a la figure 1.25
I’affichage a « float 6 ») :
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2
x4 + %)
#1: glx) = ——8
2
1+ 4.x
#2:  ITERATES(g(x), =, 0.2, 10)
#3: [0.2, 0.6965517241, 1.062374033, 0.9880277022, 1.002411363, 0.9995184273, 1.000096342, 0.9999807326, 1.000003853,

0.9999992292, 1.000000154]

#4: ITERATES(gixD), x, 0.2)
#5: [0.2, 0.6965517241, 1.062374033, 0.9880277022, 1.002411363, 0.9995184273, 1.000096342, 0.9999807326, 1.000003853,

0.9999992292, 1.000000154, 1, 1]

Figure 1.24

8[.1');=M

1+4- .1'2

Terminé

kz’!_efs_mbli!emfes{g(_r),_r, 0.2,1 0}
[0.2 0.696552 1.06237 0.988028 1.00241 0.999518 1.0001 0.999981 1. 0.999999 1.}

Figure 1.25

2- Méthode du point fixe et méthode de Newton

Commencons par une équation scalaire du type g(x) = x afin d’introduire le principe de
contraction de Banach.

2.1 Théoreme Soit g une fonction continue sur I’intervalle fermé I, telle que g(x) e | vxe I.

a) Alors g admet (au moins) un point fixer,i.e. 3r e I tel que g(r) =r.

b) Supposons en plus g dérivable sur I’intérieur de | et qu’il existe une constante K telle que
\g'(x) FS K <1 Vvxe I. Alors I’équation g(x) = x admet une unigue solution dans I. De plus, la
suite des approximations successives définie par x,,, = g(x,), n=0, 1, 2, ... converge vers cette

solution, quel que soit le point de départx, €1 .

(La raison pour laquelle on parle de « contraction », c’est que, par le théoréme de la valeur
moyenne, on a, si X ety € I, qu’il existe un nombre z entre x et y tel que g(x) — g(y) = g'(2)(x - y),
d’ou, |1g(X) —g(y) | <K|x -y |. Comme K est inférieur a 1, cela signifie que g « rapproche » les
points, donc g est une « contraction »).
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Preuve : a) en esquissant un graphe, on « prouve » la partie a) puisque si | = [a, b] etsig(a) = a
et/ou si g(b) = b, on a déja (au moins) un point fixe. Puisque 1’image de | est contenue dans | par
hypothése, alors si g(a) > a et si g(b) < b, alors la continuité de g (ou le théoreme de la valeur
intermédiaire appliqué a la fonction h(x) = x — g(x)) donne le résultat.

b) Pour I'unicité, notons que si 1’on a 2 points fixes, disons X et y, alors le théoreme de la valeur
moyenne implique I’existence d’un z entre x et y tel que g(x) — g(y) = g'(@)(x —y). Ainsi

x=y|=|g9(x)—a9(y)|=]9"(@)(x-y)| =9’ @)|x—y| < K|x-Y|

d’ou |X— y|(1— K)<0. Mais 1 — K >0, de sorte que x =y. Passons a I’existence. Notez que si
I’on définit une suite par X, =g(X,), n=0, 1 2, ... ol X, €| est quelconque, alors cette suite

est bien définie puisque I’image de g reste dans I. De plus, si cette suite converge vers un nombre
r disons, alors ce nombre est forcément un point fixe de g. En effet, par 2 théorémes d’analyse, la
limite d’une suite convergente d’éléments d’un intervalle fermé appartient a cet intervalle et une
fonction continue « transporte » les suites convergentes, donc

r=Ilimx,,, =limg(x,)= g(lim xn) =g(r).

n—oo nN—o0

Il reste donc & démontrer que la suite, définie par x,,, =g(x,), n=0, 1, 2, ..., converge. On

note que X, =X, +(X —X)+(X, =X )+ -+ +(X,—X,,). Par conséquent, la suite {xn}:;O

convergera si et seulement si la série Z(xj+1 - xj) converge. Pour démontrer cela, c’est
=0
I’hypothése de contraction qu’on applique et la « bonne vieille » série geométrique. En effet :

X, — | :‘g(xl)— g(xo)‘ < K%, = Xo|
=] =9 () - (%) < K e =] < K¥[x =

‘xm—xj‘s K7 [% = %]

Puisque K < 1, la série géométrique |x, —x,|> K’ converge et le critére de comparaison
i=0

implique la convergence de la série Z‘xm—xj‘. Et la converge absolue impliquant la
j=0

convergence, la preuve est terminée.

2.2 Exemples Plusieurs détails seront donnés en classe pour les exemples qui suivent.
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. X 1 O . .
2.2.1 L’équation X=§+— est facile a résoudre puisqu’équivalente a x?>=2. Avec
X

g(x) = §+ 1 et x, =1, ¢a convergera vers 14142136 = V2.
X

2.2.2 L’équation x°-3x+1=0 posséde 3 racines rélles et distinctes (nous avons montré
comment les trouver en mode exact en 1.6) , dont I’une est située entre 1 et 2. On verra que

x*+1
90x) =—3 900 =37

(autrement dit que cette fonction satisfait les hypotheses du théoreme 2.1b) et on trouve 1.53209).

. . 3 1 .
ne fonctionnent pas mais que g(x)=-—-— fonctionne
X X

2.2.3 L’équation x=2cosx posseéde une solution entre 0 et z/2. Mais g(x)=2cosx ne

fonctionne pas tandis que g(x) :@ fonctionne (on trouve 1.02987). Nous illustrons ici

avec Derive et sa fonction FIXED_POINT(f, x, X0, n) qui itere f(x), partant de x0, n fois, donnant,
une fois simplifié ou mieux, approximé, un vecteur a n + 1 composantes.

#1: FIXED_POINT(2.COS5(x), %, 1.5, 100
#2: [1.5, 0.1414744033, 1.980018354, -0.7957914253, 1.399439154, 0.3410396031, 1.884814923, -0.6177664155, 1.630348433,

-0.1190338253, 1.985847670]

%+ 2.C05(x)

#3: FL‘(ED_POINT[ %, 1.5, 10}

2
#4: [1.5, 0.8207372016, 1.052050620, 1.006651570, 1.038005274, 1.026942146, 1.030909002, 1.029453846, 1.0299599627,

1.029818575, 1.029883515]
Le lecteur intéressé verra a utiliser le systtme de son choix et/ou a programmer lui-méme ces
différentes méthodes. Utilisée entre 1999 et 2011 & I’ETS, les calculatrices symboliques TI1-89
Titanium ou Voyage 200 de la compagnie Texas Instruments montraient déja (figure 2.1)
comment on s’en sort tres bien quand on peut mettre en mémoire des fonctions et les rappeler

facilement :

v i |n1 qebra|clc [ofher [Pramiolc1ean Up v i |n1 qebra|clc [ofher [Pramiolc1ean Up
L 30+ gl Do o ?Eﬂjx:l 7 e Hane

oSl u
"ai1.5) . 141474 'X‘m*”m Dane
mof . 14147440333541) 1. 95062 ax
ol i, S2ED1EIS4TI1T - 7as7al " ril.5) 1. B4e4
B ol - TISTI142532944) 1.39944 B e 1. D4EHERE 1S4 ZET) 1.B2992
® ol 1. 3994791540964 LT o4 B i 1. D291 POSETE 1.82987
® of L 34E39EE316824) 1.884581 B e 1. DPSSEESZRETE) 1.B2987
glans{12> ntans<12>>
FHAIN ERD ALTO FUMWC 7430 FHAIN ERD ALTO FUMC 1%/ 20

Figure 2.1

On peut aussi visualiser le fait que g(x) =2cosx ne fonctionne pas : ici avec Nspire CX CAS.
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6.67

Figure 2.2

Les fonctions « fixed_point » et « newton » sont incluses dans la librairie kit_ets_mb :

x+2- cos {1] 1.
1.0403
1.02611
1.0312
1.02939
1.03004
1.02981
1.02989
1.02986
1.02987

1.02987|

kit _ets_mb\fived_point

,.1‘,1.,10]

=

Figure 2.3

2.3 Remarque et rappel Rappelons la formule de Taylor pour les fonctions d’une variable : Si
f est une fonction dérivable jusqu’a 1’ordre n + 1 dans un intervalle ouvert | contenant le point a,
alors pour chaque x € I, on a

100 =@+ @0-a) D+ -+ @ ay iR
ou le reste (I’erreur) R (x) est calculé par Rn(x):%(x—a)”*l pour un c entre X et a.
En effet, en posant
_ VR ) FOSNOC SN Sl O PP i
9()= 1)~ )~ 'OK- - (x-1) o O R0
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on vérifie aisément que g satisfait le théoréeme de Rolle (g(a) = g(x) = 0). Donc, il existe un

- ) (x—t)"
nombre c entre a et x tel que g’(c) =0. Maisg'(t) = " ——=(x=1)"+R (X)(n +1)( 2

et il suffit de poser g’(c) =0 et de résoudre.

2.4 Théoreme (Méthode de Newton et vitesse de convergence) Soit f une fonction admettant
une dérivée seconde continue sur I’intervalle | et possédant un zéro r a ’intérieur de I, donc f(r) =
0. Supposons qu’il existe des nombres positifs m et M tels que | f '(X) |>m et ‘f”(x) |<Msurl.

. . . 2m .
Si x, e | est suffisamment proche de r , disons |Xl_r|<ﬁ’ si

)
(1) Xoo1 = X, ()’ n=1 2, ...

alorson a

|x

n+1

r|<M(x —r) et limx,=r.
2m

Preuve : la formule de Taylor implique qu’il existe un nombre c entre x, et r tel que
[0 = £()+ T )r=x,) e (- )

M—r () X r2<Mx—r2
fr(x,) ‘ 2f(n)(n )_Zm(” )

2n 1
) , 2m( M . , .
Montrons, par récurrence sur n, qu’on a |X, —r| <= 2—|xl —r|| . Sin=1,cest vrai puisque
m

Puisque f (r) =0, on obtient |x,,, —r|=|x, —

n+1

M
2
2m( M , .
¥ —r|< v 2—|x1 —r|| =[x —r|. Supposons que ¢’est vrai pour n = k, donc supposons que
m
2k 1
2m( M .
|Xk —r|< V(2—|X1 - r|j . Montrons que c’est vrai pour n=k+ 1. Ona
m

2k—1 2 2k
|xk+lr|sgﬂ—m(xkr)zsg/l—m{i/l—m@fn|l |j J=2—m(£|xlr|j et la récurrence est

2m
terminée. Ainsi, en choississant |x1—r|<V ona lim|x,—r|=0, ce qui termine la preuve. &

n—oo
2.5 Exemples (détails en classe) : puisque la méthode de Newton consiste a itérer la fonction

_f)
f'(x)

on retrouve encore cette méthode programmée dans Derive. L’exemple 2.2.3 de tantét donne
ceci lorsqu’on approxime la fonction NEWTON(T, x, X0, n) ou f(x) = 0.
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#5: MEWTON(x - 2.C05(x), %, 1.5, 100
#5: [1.5, 1.046400619, 1.029917120, 1.029866529, 1.029866529, 1.029866529, 1.029866529, 1.029866529, 1.029866529,

1.029866529, 1.029866529]

Figure 2.4

Et nous avons « exporté » cette fonction vers Nspire :

kit_ets_mb lnewton{.r—} cos {.1'},.1‘, 1.5, 10} [ 15
1.0464
.02992
.02987
.02987
.02987
.02987
.02987
.02987
.02987
.02987 |

r
G A W S S —

Figure 2.5

Les méthodes du point fixe et de Newton s’étendent aux systémes d’équations et des logiciels de
calcul possedent déja des fonctions programmées pour les exécuter (évidemment, les preuves de
ces résultats font intervenir des normes de matrices jacobiennes). Ainsi, si I’on cherche a
résoudre le systéme d’équations (systéme non linéaire et trés souvent non polynomial) donné par

et si I’on veut appliquer la méthode de Newton, on devra itérer le vecteurx —J™*F ol

n

of;
,\]: 67‘ ’F:[fl f2 f3..fn]
J

T T

X=[X X X3... %]
ij=1

en partant d’un point de départ xo. Ici la matrice J est la matrice jacobienne du systeme.
Evidemment, une implémentation va remplacer le calcul de J™*F par une réduction de Gauss-
Jordan de la matrice augmentée [JEF]dont on extraira la derniére colonne en ayant eu soin

d’insérer le point avant la réduction! Nous allons illustrer en classe avec les systemes suivants :
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25.1 {x2+y+z—3=0, X+y?+2-3=0, X+y+2z2-3=0

Notons que ce systéme est résoluble analytiquement et qu’il posséde 8 solutions réelles dont 2
faciles a trouver par inspection. |l est particulierement intéressant de faire ici un lien avec le
calcul & plusieurs variables. Les 2 cylindres paraboliques z=3-x°—y, z=3—-x—Yy? se
rencontrent le long d’une courbe qui consiste en deux paraboles et on Vérifiera que
rl(t):[t, t, 3—t2—t], r2(t)=[t, —t+1, 2—t2+t}en sont des paramétrisations. En portant

dans ’équation de la troisiéme surface, on obtient I’équation t*+2t> —5t> —4t+6=0 dont les
solutions sont ++/2, 1et —3. Cela procure les 8 solutions! Voici une illustration des 2 paraboles
provenant de 1’intersection des 2 premiers cylindres :

Figure 2.6

Voici les 2 paraboles « frappant » le troisiéme cylindre, & savoir y =3—2z%—x (chacune des 2
paraboles rencontre le cylindre 4 fois) :

Figure 2.7

29




Quant au fait que ce systeme polynomial possede bien 8 solutions, cela est démontrable
mathématiquement : les logiciels de calcul symbolique sont munis de fonctions genre « base de
Grobner » qui réduisent un systeme polynomial en un autre équivalent, mais dont la particularité
est de contenir une équation & une seule inconnue. On peut donc y appliquer le théoreme
fondamental de 1’algebre et, ensuite, substituer dans les autres équations. Cela permet de savoir le
nombre exact de solutions. Dans I’exemple qui nous intéresse, regardons ce que Derive 6 donne.
Sa fonction «solutions » donne les 8 solutions sous forme matricielle :

Z Z :I
+ Z -3, X +¥ + 2 -3

£1:  syst = [xz F¥ +Z -3, % 4y
#2:  SOLUTIONS(syst, [x, ¥, 2])
1 1 1
-3 -3 -3
J2 J2 1z
42 1 - .2 Jz
Jzel -z -2
Y A R R b
- Jz - Jz  Jz 41
L 1 - Jz J2 42

&3

Figure 2.8

Et sa fonction « groebner_basis » permet de voir qu’il y a exactement 6 valeurs différentes de z
(mais en substituant chacune d’elles, 8 valeurs sont générées pour X ety) :

#4: GROEEMER_BASIS(syst, [x, v, 2])

[6 4 3 Fs 2z 4 2 2 2z 2 ]
&5 z - 10.z +4.2 +1%.2 - 8.2 -6, y.{2.2 —4] +2 - 5.2 + 6B, ¥ -y -2 +2, %X +¥+2 -3
& 4 3 2
EIN SOLUTIONS(z - 10.2 4+ 4.2 4+ 19.2 - 8.2 — &, 2)
27 [L, =3, 42, 42 + 1, - 2, 1 - J2]
Figure 2.9

. 1
959 XC0S 2+ 2sin y_E

Xy=2

Le systeme précédent est réductible a une seule équation a une inconnue mais il doit étre
nécessairement résolu numériquement et posséde une infinité de solutions comme le lecteur
pourra le vérifier.

2.5.3 Voici une séance de Derive pour le systeme
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3xy—2x2 +4sin(y)+6=0
3x2—2xy? +3cos(X)+4 =0

Ici, la fonction exécutant la méthode de Newton requiert une notation vectorielle : dans Derive,
on écrit et approxime NEWTONS(T, x, X0, n) ou f est le vecteur des expressions a annuler, x est
le vecteur des variables, x0 est le vecteur du point de départ et n le nombre entier d’itérations.
Pour avoir une idée de point de départ, nous tragons, dans une méme fenétre, chacune des 2
courbes définies par les équations ci-haut : la courbe #8 est celle en rouge. Cela est prévisible
analytiquement puisqu’il est impossible que X = 0 dans cette équation...!

2
#58: Ioneyw — 2%+ 4.5IN(yY + B =10

2 2
#9: Tk - Zexy o+ FC05(x) + 4 =10

=}

Z Z Z
#10: NEHTGNS([B-x-y — 2% 4+ 4. 5IN(Y) + 6, 3.x — Z.x.y 4 F.C05(x) + 4], [#, ¥], [5, 2], 4

5 3
4.,96333580d4  2.821759042
#11: 4,8954283759  2.812083609

4,954246603  2.812041878

L 4.954246603 2.812041875 |

Figure 2.10

On peut aussi faire cet exemple avec Nspire et produire encore le graphe des courbes puisque du
graphisme implicite 2D n’est pas vraiment requis.

En effet, il est possible de résoudre pour x la premiere équation, ce qui donne deux branches et
faire de méme pour y dans la seconde équation, donnant aussi deux branches : la figure 2.11
montre le travail et I’utilisation de la fonction Newtons2 de la librairie kit_est mb. Notez que le
solveur de Nspire, sans point de départ, trouve la solution située dans le quatrieme quadrant. Et
en lui donnant un point de départ « adéquat », le solveur trouve bien la solution située dans le
premier quadrant.
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6.67

(4.95425,2.81204)/

T

(0.485739 ,"2.75262

-6.67
[ —

wos({tg 1 wd) - Dasm 2752620 s s g 122 0y P4 coslib

3 cosi)r3 122 -y
zeros({ £g }.{ x=5y=3}) » [4.95425 2.81204]/\ cosle}+3: 1723y

new(a,b):=kit_ets mbmewtons2([f gl [x v][a b]5) new(0.4,2.5) 04 23

0.495631 -2.7914

* Done 0.485898 -2.75323
5. 2.8 0.485739 -2.75262

4.95472 2.81201 0.485739 -2.75262

new(5.2.8) » [4.95425 2.81204 0.485739 -2.75262

-

Figure 2.11

3- Equations différentielles : rappels et compléments

Si I’on a fait son BACC a I’ETS, aucune preuve du théoréme d’existence et d’unicité n’était
donnée. Nous en parlons ici puisque la preuve utilise encore 1’idée d’un « point » fixe.

3.1 Théoreme Soit le probleme j—y: f(X,¥), ¥Y(X,)=Y,. Supposons que f ainsi que a soient
X

continues dans un certain rectangle R={(x,y):a<x<b,c<y<d} contenant le point (x,, ¥,).
Alors il existe un nombre positif h et une unique fonction ¢:[x, —h, X, +h] — R tels que

(%)= Yo,

d—‘”: f (X, (X)), X, —h< X< X, +h.
X

La preuve de ce théoréme (généralisable aux systémes d’équations différentielles : voir théoréme
3.3) consistera a démontrer que la suite de fonctions, définie par vy, ., = T[yn}, Yo(X)=VY,,

converge (uniformément) sur [x, —h, X, +h] vers cette solution. Ici, T sera 1’opérateur (non-
linéaire) définie par
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X

T[]0 =Y +j f(t y() dt

Xy

X
La suite y,.1 =Y, +J‘ f (t, Yn (t)) dt, n=0, 1, 2, ... est appelée suite des itérations de Picard.
%o

X
Preuve : posons donc y,.; =Y, +J- f (t, Yn (t)) dt, n=0, 1, 2, .... Onremarque que
X,

n

Y, (X) = yo(x)+Z(yk(x)—yk,1(x)). Ainsi, la suite {y,(x)}” converge si et seulement si la
k=1
n

série Z(yk(x)— Yx_1(X)) converge. Voici les étapes :
k=1

a) fet a sont bornées sur R puisque continues. Alors, il existe des constantes M et K telles que

|f(x,y)|£M,‘%sK v(x,y)eR

Par le théoréme de la valeur moyenne, on peut écrire que

V1= Yo | < K|y1— ¥y

of *
[f (% y2)= (%, yz)\=‘5(x,y )
pour tout couple de points (X, Y, ),(X,¥,) € R. On peut donc choisir h positif tel que Kh < 1 et tel
que le rectangle R’ = {(x, y) [ X=Xo| <hly—yo| < Mh} cR.

b) Montrons que la série converge : on remarque que chacune des fonctions y,(Xx) possede un
graphe contenu dans R’. En effet, c’est clair pour Y,(x) et

X

MORAE If(t,yo(t))dt <Mh.

X

Ainsi, les points (t, y;(t)) € R, donc | f (t, y(t))|<M etalors
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X
|Y2(X) = Yo| = I f(t,y,(t))dt|<Mh
XO
et ainsi de suite. La fonction y;(x) est continue sur I'intervalle fermé |x—X,|<h, donc posséde

un maximum. Posons alors a = max|y; (x) - Yo|. Ainsi

| (Y2 (0) - F (6 yo®)| < K[y - Yo(t) <Ka,

d>ott |y, (X) - y1(X)| = j.( f(t,y,(t))— f (t,yo(t)))dt |<Kah=a(Kh). De la méme maniére,

X

(6 y, () f (L v )| < K|y, () -y (H)| < K?ah,

X

d>ot |y5(X) -y, (x)| = j(f(t,yz(t))—f(t,yl(t)))dt S(Kzah)h:a(K h)?. Mais alors,

X

|yn (X) - ynfl(x)| < a(K h)n_l

et notre série converge par comparaison avec la série géométrique! Dénotons sa somme y(X) :

0

V() = Y00+ D (Y09 = Y1 ().
n=1
Remarquons que la convergence est méme uniforme et donc y(x) est une fonction continue avec
un graphe dans R’.

¢) Montrons que y(x) satisfait bien I’E.D. La condition initiale est trivialement satisfaite et on va

montrer que
X

y(X) = Yo —j f(t,y(t)dt=0.

X

X

On sait que Yy, (X)— Y, —j f(t, y,4(t))dt=0. Alors

X

X X

y(X)— Yo —J‘ f(t, y(t) dt = y(x) - y,(x) +I(f (t,Yoa(®)— f (ty(0)))dt

X X
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et donc

y(X)— Yo —_[ f(t, y(t) dt| <|y(x) -y, (9| + I(f (tyoa(®)— f (. y()))dt
X Xy

< |y(X) —Yn (X)| +Kh max|yn_1(x) - y(x)|

puisque le graphe de y(x) est dans R’ et donc dans R. La convergence uniforme fait en sorte que
I’on peut rendre aussi petit que 1’on veut la derniére somme, en choisissant n suffisamment grand.

d) L’unicité. On argumente de fagon semblable a la preuve du théoréme 2.1 puisque le méme
principe de contraction a été utilisé. e

3.2 Exemples

3.2.1 Pour ’E.D. y' =—-y+2x+1, y(0) =1, la suite des itérations de Picard donne exactement le

développement de Taylor de la solution 2e™ + 2x—1. Remarguons que cette solution est définie
sur toute la droite. Avant méme de résoudre I’E.D., on était assuré de I’existence et de I’unicité
d’une solution au voisinage du point (0, 1) puisque la fonction f(x,y)=-y+2x+1 ainsi que sa

dérivée partielle par rapport a y sont continues dans un rectangle (aussi grand soit-il) englobant le
point (0, 1).

3.2.2 Pour 'ED. y'=1+y?, y(0)=0, la suite des itérations de Picard va « ressembler » au
développement de Taylor de la solution y = tan x . On voit ici que, bien que f et Z—f soient
y

continues dans tout rectangle contenant 1’origine (aussi grand soit-il), on ne peut étendre la
solution au-dela de m/2. Cela ne se produit pas pour une équation linéaire (c’était une E.D.
linéaire a I’exemple 3.2.1).

3.2.3 Pour ’'E.D. y' = 3y%, y(2) =0, le théoréme ne s’applique pas. On trouve d’ailleurs deux
solutions : y(x) =0 (la fonction identiquement nulle) et y(x) = (x—2)°.

3.2.4 Méme chose pour ’E.D. y' = \/Y y(0) =0. On trouve 2 solutions : y(x) = 0 (la fonction
identiquement nulle) et
0 six<O0

X) =4 y2 )
y(x) X—sixzo
4

3.2.5 Exemple L’unique solution prédite par le théoreme d’existence et d’unicité peut trés bien
faire intervenir des nombres complexes. Aussi, dans les cas ou il sera possible d’identifier
explicitement la solution unique, il sera recommandé d’en indiquer le domaine. Voici un
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exemple. Considérons I’E.D. (« séparable » mais aussi « linéaire » : voir le rappel en 3.5 plus
loin)

dy 4y
== ,y(0)=5
dx x?-9 y(0)

4y

X2

Le théoréme d’existence et d’unicité s’applique puisque la fonction f(x,y)= 5 ainsi que sa

2

dérivée partielle %: 5 sont continues dans un voisinage de point (0, 5). Il est toutefois
évident que le domaine sera un sous-ensemble de I’intervalle -3 < x < 3 ici.

3.2.6 Exemple L’unique solution prédite par le théoreme d’existence et d’unicité ne pourra pas
toujours étre trouvée explicitement. Et lorsque c’est possible, il est important de bien spécifier
I’intervalle d’existence de la solution. Prenons I’exemple suivant, une E.D. séparable mais non

linéaire et facile a résoudre a la main : %z y?, y(0)=1. Evidemment, les hypothéses du
X

théoréme 3.1 sont satisfaites puisque les fonctions y*et 3y* sont continues dans un voisinage du

point (0, 1). Notons que ces deux fonctions ont beau étre continues dans tout le plan, il n’est pas

dit que I’intervalle d’existence de la solution qu’on va trouver est aussi grand qu’on veut! On

sépare les variables et intégre de chaque c6té :

y X
%ds: ldt = 1—izzx
S 2 2y

1 0

Heureusement, il est possible de résoudre ici pour la variable «y » et on trouve, aprés résolution
de I’équation quadratique en « y » qu’on doit conserver la solution

1 1
y= 1—2x’X<_
On peut Vvérifier que la fonction ¢(X):ﬁ, x<E satisfait bien I’E.D. et la condition initiale
—2X
. 1 do ) 1 1
uisque p(0)=—=1et ——p(x)° = - =0.
puisaue ¢(0)= 1 A TR CE TR W

Dans le résumé 2, nous parlerons de systémes d’E.D. du premier ordre et des résultats comme
ceux des deux prochains théorémes seront annoncés. Les preuves ne sont pas données ici.

3.3 Théoreme (Itérations de Picard pour les systemes d’équations différentielles). Supposons

of . ) ) )
que f et 6_ (i = 1, 2, .., n) soient continues dans I’ensemble ouvert suivant
X
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R={(t, x,,%,, ..., X,) : a<t<b, ¢ <x <d, i=1 ..., n}, ensemble contenant le point (t,x,)

n

0U Xy =X Xp0 - Xy | - Alors le probleme
X'(t) =f(t,x), X(t;)=Xx,

admet une solution unique dans un certain intervalle [t, —h, t,+h].
3.4 Théoreme Soient A(t) une matrice carrée d’ordre n et f(t) une fonction vectorielle toutes
deux continues sur un intervalle ouvert a < t < b contenant le point t,. Alors, pour tout vecteur
X, , il existe une unique solution au probléme

X'(t) = A()x(t) +f(t), x(t;)=X,
et cette solution est définie sur tout I’intervalle a<t <b.

3.5 Rappel L’équation linéaire du premier ordre

%+p(x)y=q(x),
X

y =i[ _[ u(X)Q(X)dXJer
1(X)

ol u(X) = ol P Rappelons d’ou sort cette formule. On voudrait que le membre de gauche de

I’E.D. soit la dérivée d’un produit. Soit donc une fonction inconnue z(X) et considérons I’E.D.

possede la solution générale

H(X)Y"+ p()yu(x) = u(x)q(X) -

d . . .

&(yy):yy# yu', alors choisissons u telle que 4/ = up i.e. soit y(x):ejp(x)dx .
Alors, on obtient la formule annoncée ci-haut. S’il y a une condition initiale du genre
y(Xo) = Yo, alors on continue comme suit : on a choisi x comme ci-haut et donc

Puisque

d
&(ﬂy)—ﬂQ-
On intégre ce chaque cote entre X, et x pour obtenir la formule
X
=— s)q(s)ds+ X
y ) ju( )a(s)ds + yor(X)

X
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3.6 Exemples Equations différentielles linéaires du premier ordre ou systémes linéaires du
premier ordre facilement résolubles :

3.6.1 Quel temps met un parachutiste pour atteindre le sol si sa masse totale est de 75 kg, qu’il
saute d’une hauteur de 4000 m et si ’on suppose que la force de résistance de 1’air est
proportionnelle a la vitesse avec constante de proportionnalité de 15 kg/s pour les 60 premieres
secondes de chute (avant I’ouverture du parachute) et de 105 kg/s pour le reste de la chute ?
(réponse : 241.56 secondes en prenant g = 9.81 m/s?).

3.6.2 Deux gros réservoirs, contenant chacun 50 litres (L) de liquide, sont reliés par un tuyau et le
liquide coule du réservoir A vers le réservoir B a un taux de 5 L/min. On maintient le liquide
dans chaque réservoir uniforme par brassage. Une solution saline de concentration (en sel) de 3
kg/L est versé dans le réservoir A au taux de 5 L/min. La solution s’échappe du réservoir B au
taux de SL/min. Sachant qu’il y a initialement 50 kg de sel dans le réservoir A et 100 kg de sel
dans le réservoir B, il faut trouver la masse de sel dans chacun des réservoirs pour tout t > 0.

3 kgfL
5 Limin ————— Eéservor A Bézervoir B
z1(t) 5 Limin — 22(f)
50L 501
*1(0) = 50 kg x2(0) =100 kg — 5 Limin

Figure 3.1
Vérifiez que la réponse est 150 —100e™* pour A et 150— (10t +50)e*® pour B.
Puisque nous étudierons les systémes d’¢quations différentielles, rappelons certains résultats pour
le cas de I’E.D. linéaire d’ordre 2 plutot que d’ordre « n ». Donc soit

2
Y b0 L a0y =10

ou les fonction p, q et r sont continues sur un certain intervalle a <x < b.

3.7 Théoreme Supposons que les fonctions p, g et r sont continues sur 1’intervalle ]a, b[ et que
X, Soit un point de cet intervalle. Alors le probléme

38




d? d
dTZ+ p(x)d—iw(X)y =1(X), Y(X) = Yo, ¥'(X) =V

admet une solution unique y(x) sur cet intervalle.

L’unicité de la solution peut étre démontrée en appliquant les théoréemes 3.3 et 3.4 au systeme
suivant, systéme équivalent a I’E.D. (on pose y’ = z)

y' =1 ¥(X) = Yo
2 ==-p(x)z-q(x)y+r(x) z(x)) =V,
Contrairement a 1’équation linéaire du premier ordre ou une formule close donnant la solution

existe, on doit, ici, procéder comme suit pour trouver la solution de notre probléeme. On trouve
d’abord 2 fonctions y, et y, satisfaisant (I’équation « complémentaire » ou « homogéne »)

y"+p(x)y'+q(x)y=0

et y,(c)y;(c)—y;(c)y,(c) =0 en un point ¢ de I’intervalle Ja, b[. On trouve ensuite une solution
particuliere ¢(x). La solution au probleme est alors

y(X) =€y, (X) +C, ¥, (X) + 4(X)

avec c,, ¢, calculés et trouvés par le fait que le déterminant (appelé le Wronskien de vy,, vy, )

Y1i(X) ¥, (X)

W[y, y,](9) =
R OIS

est différent de zéro: on dit alors que la paire de solutions y,, y, forment un ensemble
fondamental de solutions ou qu’elles sont linéairement indépendantes sur ]a, b[.

Si 'on ne peut trouver qu’une seule solution Yy;, on obtient une seconde solution v,,
indépendante de y, par la méthode de réduction de I’ordre, ce qui donne

efj' p(x) dx

y?

Yo =Vy, ol V' =

Si I’on ne peut méme pas trouver une solution, on peut procéder par série de puissances et cette
méthode permet d’introduire certaines fonctions spéciales. La solution particuliere se trouve par
la méthode des coefficients indéterminés dans le cas ou I’E.D. est & coefficients constants et ou
r(x) est formé de sommes et produits de polynomes, d’exponentielles et de sinus et cosinus. Dans
le cas général, une solution particuliere ¢x) peut toujours s’obtenir par la méthode de variation
des parametres, ce qui donne avec W défini précédemment
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P(x) = —)’1(X)I—y2 (>\</3/r(x) dx + Y, (x)-.‘gdyl()\(z/r(x) X .

3.8 Rappel Soient a, b et ¢ 3 nombres reels, a= 0. Alors la solution générale de

ay"+by +cy=0
dépend du discriminant A =b* —4ac et des racines de 1’équation caractéristique associée

aA’+bl+c=0.
3.8.1 Si A > 0, alors la solution générale de I’E.D. est y=ce™ +c,e*
racines reelles et distinctes de I’équation caractéristique.
3.8.2 Si A =0, alors la solution générale est y=e(c,+c,t) ol A est la racine double de
I’équation caractéristique.
3.8.3 Si A < 0, alors la solution générale est y:eo‘t(clcos(cot)+c2 sin(wt)) ol «a, @ sont
respectivement les parties réelle et imaginaire des solutions de I’éguation caracteéristique.

ou A,, 4, sont les 2

3.9 Exemples
3.9.1 L’amplitude de la solution en régime permanent dans le cas d’un mouvement harmonique
amorti forcé avec force sinusoidale. On va considérer un probléme de masse-ressort. Dans

I’E.D. qui suit, m, b, k, F sont des constantes positives fixées et b? < 4mk .
my"+by +ky=Fcos(wt)

Peu importe le signe de b? <4mk et les conditions initiales imposées, la solution complémentaire
va tendre vers 0 lorsque t tend vers I’infini (car b > 0). Puisque b = 0, le candidat pour la solution
particuliere —appelée ici solution en régime permanent— est nécessairement de la forme
suivante : A cos(w t) + B sin(wt). On verra que, dans le cas du mouvement sous-amorti
(b? <4mk), I’amplitude de la solution en régime permanent est

F/m

2 2
(COEOE
m m
et que cette fonction atteint son maximum au point

k b’ )
®=0,=,——-— lorsque b®<2mk.
m 2m

M(w) =

3.9.2 Voici un cas particulier de I’exemple 3.9.1. On considere le probleme de masse-ressort
suivant :
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y”+%y'+2y:2C05(a}t)y Y(O)Zoa y'(O):2 |:a)>o:|

On tracera le graphique de I’amplitude du régime permanent en fonction de @ et cherchera son

314
8

~140312 dont la valeur est

maximum. On s’attend & un maximum atteint en @ =

64127
1

~5.67908. Nous vérifierons cela.

3.9.3 Remarquons que ’E.D. ay"+by'+cy =0 est équivalente au systéme du premier ordre

y' =z ' 0 1Ty
b ¢ ou, en notation matricielle, { }: c b [ }
y

Z N 4
a a

Nous verrons que les « valeurs propres » de la matrice carrée précédente ne sont rien d’autres que
les racines de ’équation caractéristique al? +bAi+c=0!

3.9.4 MHS Dans le cas du mouvement harmonique simple, my”+k y =0, on a en multipliant par
y',

LA

myy"+ky'y=0,

. 1 1 , ) )
d’ou par mtegratlonzmv2 +§k y? =E, = constante (v=y’est la vitesse). Le premier terme est
I’énergie cinétique, le second terme est 1’énergie potentielle et E, est I’énergie totale. Mais nous

savons que la solution du MHS est

y = a,c0s (@ t)+bysin(wyt) =ce' ™ +c_e'™"

a, —I .. . .
avec g :%,q:%,c_lzq. Ecrivons que A=ce'® B=c_e ™. Alorsy=A+B et

en dérivant, on obtient v=y'= A+ B’ =iw,(A—-B). Mais alors, un calcul direct donne

E, :%m(ia)o(A— B))’ +%k(A+ B)? =

%mwg(—A2+2AB—B+A2+2AB+BZ):

2k AB =2k|c,|’

L’énergie est proportionnelle au carré de ’amplitude |¢| : Ej = 2k|cl|2. Cet important résultat

reviendra dans I’analyse de Fourier.

41



3.9.5 Exemple La « bonne vieille » méthode des coefficients indéterminés (et I’utilisation des
nombres complexes) est tres utile. Trouvons la solution en régime permanent du probleme

y"+6y'+13y =3cos(2t), y(0)=0,y'(0)=0.

La solution particuliére n’est rien d’autre que la partie réelle de la solution particuliere complexe
au probléme y”+6y’+13y =3¢, Un calcul direct montre que, essayant le candidat complexe

3 - = i—i i. Tous ces calculs sont automatisables encore facilement :
9+121 25 25

on n’oublie d’informer Nspire que les variables sont complexes et non réelles (d’ou I’ajout du
« _ »au début des calculs) : on Vvérifie ensuite si la solution particuliére trouvée est bien bonne.

Ae?" on trouve A=

can:=a_- et it a el 2-1
i d el 28 (9+412-4)
(ccm)+6- —(can)+13- can
dr_2 dt_
cSc-lve(a_- (94—12* i)=3,a_] :i_i.
- 25 25
real((i—i i| o2 i« r) 3- c05(2-r]+4- sin(2-r)
25 25 25 25
3- cos(2- r) 4- sin(2- r) 3- cos(2- r] 4- sin(2° t)
spi= I +
25 25 25 25
d2 3- 005(2- I)

E(sp)—l—nﬁ'i(sp)-l-l}sp

Figure 3.2

4- Transformées de Laplace : rappels et compléments

Il'y a plusieurs bonnes raisons d’utiliser la transformée de Laplace et I’exemple suivant fournit
une réponse a cette question.

4.1 Exemple Un réservoir contient initialement 500 L d’une solution saline de concentration 2
kg/L. Pendant les 10 premiéres minutes, on ouvre une valve A, ce qui a pour effet d’injecter 12
L/min de solution saline de concentration 4 kg/L.. Aprés 10 minutes, c’est la valve B qui apporte
6 kg/L de concentration a un taux de 12 L/min. Une valve de sortie C retire 12 L/min, gardant
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ainsi le volume constant. |l faut trouver la concentration de sel dans le réservoir en fonction du
temps.

12 Limin
4 kgl

A

N

/ 500 L

E
Concentration de zel; 2kgT

12 Limin
&
kgL C 12 Lfmin

Figure 4.1

— e %1% si t<10

La réponse est 2 s
6—2e 1% e 31N i t>10

Voici quelques bonnes raisons (il y en a d’autres) d’utiliser la transformée de Laplace :

Cela évite, lorsqu’on résout des équations différenticlles avec membre de droite (« input »)
continu par morceaux, d’effectuer plusieurs intégrales et d’ajuster a chaque fois les constantes
d’intégration. D’un point de vue de I’analyse, la transformation de Laplace réalise une
correspondance entre espaces fonctionnels et d’un point de vue opérationnel, on passe d’une
équation différentielle a une équation algébriqgue. On peut introduire des fonctions
« impulsions » pour lesquelles les techniques de coefficients indéterminés et/ou de variation des
parameétres sont inefficaces.

Rappelons donc certaines définitions, certaines propriétés et prouvons certains résultats non
démontrés lors d’un cours d’équations différentielles du premier cycle.

4.2 Definitions Soit f une fonction définie pour t > 0. On dit que cette fonction est d’ordre
exponentiel pour t — o s’il existe des constantes non-négatives M, ¢ et T satisfaisant

|f(t)|<Me” si t=T. Alors si I’intégrale impropre

F(s)= J f (t)e dt
0
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converge pour certaines valeurs de s, son résultat est une fonction appelée la transformée de
Laplace de f. L’opérateur linéaire qui associe la fonction f avec la fonction F est appelé
transformation de Laplace et est dénoté ici par £ :

Elaft)+BaMt)]=a£[f(t)]+BE[9(®)] (a.BeR)

On dénote habituellement la correspondance par f(t) <> F(s). La transformée de Laplace

inverse est obtenue par résolution de 1’équation intégrale (nous verrons comment les variables
complexes nous permettent d’obtenir ce résultat). Une notation commune des livres de
mathématiques est d’utiliser u(t) pour désigner la fonction échelon-unité (ou fonction de
Heaviside), a savoir

0(t) = 1+sign(t) _ {0, t<0

2 1 t>0

On trouve donc que £[u(t)] = 1 (s>0).
S

4.3 Exemple « Mini table » de transformeées de Laplace. Pour chacune des fonctions f suivantes
(colonne de droite dans le tableau ci-bas), 1’intégrale impropre (19) converge si I’on choisit s >
a et on trouve le F(s) indiqué dans la colonne de gauche : en utilisant la factorisation dans R et la
technique des fractions particlles, nous n’avons pas besoin d’une « table » de transformées de
Laplace trop volumineuse, celle de la figure 4.2 est trés utile par exemple. Si des facteurs
quadratiques irréductibles répétés sont présents, la convolution pourra nous servir (voir plus loin).

F(s) f(t)
1 tk—leat tk—leat .
k>0 - *

(s—a)* (k>0) 0 ( kD)1 si ke N]
% le""tsin(a)t)
(s—a) +w 10}

s—a e*cos(at)
(s—a)’ +w’

Figure 4.2

Par abus de notation, on écrit souvent F(s)=£[ f (t)] ou encore f (t) =£~*[F(s)] pour indiquer la
correspondance f (t) <> F(s). Voici une table plus compléte de transformées de Laplace.

4.4 Remarque La fonction gamma I" est définie par T'(x) =Ie“tx‘1dt et cette intégrale impropre

0
converge pour x > 0. Cette fonction satisfait notamment aux propriétés suivantes:

r@=1r()=(n-1!sineN’, [(x+1)=xI(x), r(%)= .
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4.5 Définitions On dit qu’une fonction f est continue par morceaux sur un intervalle [a, b] si I’on
peut subdiviser I’intervalle en un nombre fini de sous-intervalles tels que f est continue sur
chacun des sous-intervalles ouverts et si f possede des limites en chacune des extrémités de ces
sous-intervalles (limite a droite (resp. a gauche) pour I’extrémité gauche (resp. droite)). On dit
que f est continue par morceaux sur [0, o[ si f est continue par morceaux sur chaque sous-
intervalle borné de [0, oo[. Le saut de f au point c est noté j, (c) et défini par

ji(©)=f(c+)-f(c-)ouf(c+)= Iir@ f(c+e)etf(c-)= Iirg+ f(c—¢) .

4.6 Théoreme a) Condition suffisante (mais non nécessaire) pour P’existence de la
transformée de Laplace Si f est continue par morceaux pour t > 0 et d’ordre exponentiel pour t
— oo, alors la transformée de Laplace de f existe pour s > ¢. De plus, limF(s)=0.

S—0

b) Unicité de la transformée inverse « presque partout » Si f et g satisfont les hypotheses en
a) et si F(s) = G(s) pour tout s > c, alors f(t) = g(t) partout sur [0, «o[ ou f et g sont continues.

c) Transformée de la dérivée Si f est continue, dérivable par morceaux pour t > 0 et d’ordre
exponentiel pour t — oo, alors la transformée de Laplace de f ' existe et on a

E[f'(t)]=sF(s)— f(0)

d) Si, en c), f n’est que continue par morceaux, avec des discontinuités (sauts finis) localisees
aux points t, t,, t;, -~ et sij (t,)=f(t,+)— f(t,—) est le saut de f(t) en t=t,, alors, en

supposant que la transformée de f’ existe, on a

E[f'(t)]=sF(s)- f(0)—Ze—S‘n it (t,)
=1

Preuve : la preuve de b) découlera du théoréme d’inversion en analyse complexe. Prouvons a).
Ona,sib>0, que

b

b b
I e tf (t) dt|< J‘ ‘e‘St f (t)\ dt < J‘e‘“MeCt
0 0

0

b 0
dt =M j e O gt < M je‘(C‘S)t dt = M
0

S—C
0

0
o

_ M :
et donc, |F(s)| < ‘e Stf(t)‘ dt<———>0sis—>o.
J s—cC
0
b
Pour c) et d), montrons que k!im Ie“ f'(t) dtexiste et trouvons cette limite. Si b est fixé, soient
—>0

0
t, t,, ---, t, les points intérieurs a I’intervalle [0, b] ou la fonction f pourrait étre discontinue
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par sauts. Posons t; =0ett, =b. Alors, on peut utiliser I’intégration par parties sur chacun des

intervalles ouverts Jt, ,, t,[ ot f est continue et obtenir
t

b k& k )
j e E (1) dit = Z I e E /(1) dit = Z [estm] +s j e (1) dt
0 n=1 t, n=1 t,
k-1 b
=—f(0)- ) ej; (tn)+e‘3bf(b)+sje‘5tf(t) dt
n=. 0

ol j; (t)est nul car f est continue en b=t,. De plus, si b >c, alors e f(b) >0sib— .
Donc le résultat est établi, en laissant b tendre vers I’infini. ¢

4.7 Exemple Illustrons le parties c) et d) du théoreme 4.6. Considérons les deux fonctions
suivantes : fl qui est continue partout et dérivable par morceaux et f2 qui est continue par
morceaux (et aussi dérivable par morceaux) mais avec un saut de 1 ent=1.

t, 0<t<«l1
2 t=>1

t, 0<t<«l

1 t1 fz(t)z{

f1(t)={
On trouve aisément leur transformée de Laplace respective puisque f1(t)=t+(1—t)u(t-1)
tandis que f2(t)=t+(2-t)u(t-1) :

1 e° 1 (1 1) s
FI(S)=——— F2(s)=—+|———|e
()= )=t 572

Tandis que les dérivées sont les suivantes et égales (sans utiliser les fonctions genéralisées) :

1 O<t<l
0 t>1

1, O<t<l

0| o

£2'(t) ={

En calculant les transformées de Laplace, puisque f1'(t) = f 2'(t) =u(t)—u(t—1), on trouve

E[1()]=£[ 2 (1)] =§—%.
1 e®

Le théoréme 4.6 c) est bien satisfait puisque £[ fl'(t)] ==——— tandis que
s s

-s -s
SF1(s)— f(O)zs(iz—e—zJ—Ozl—e—.
S S S S

=S

C’est bien identique. Le théoréme 4.6 d) est satisfait puisque £[ f2'(t)]= 1.e” tandis que
s s
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—S
SF2(s) - f(0>—e‘5-1=s(%+[1—%]e-5j—o—e-s Ll
S S S S S

Les étudiants qui maitrisent bien les fonctions généralisées peuvent les utiliser. Par exemple si

I’on prend la fonction f(t) = u(t — 1), alorsona f'(t)=o(t—1) et le theoréme 4.6 c) est satisfait
-S

puisque e~° = Se——O. Si I’on ne travaille pas avec les fonctions généralisées, le théoréme 4.6 d)
S

s’applique : onaalors f'(t)=0 sauf ent =1 ou la dérivée n’existe pas et le saut en t = 1 est de

e—S
1. Et0=s—-1-¢°
S

4.8 Autres propriétés importantes Du théoréme 4.6 c), on tire, si f(0) = 0, que f'(t) <> sF(s).
Ainsi, « la dérivation dans le domaine de t correspond a la multiplication dans le domaine de s ».
On a la propriété « duale » : I’intégration dans le domaine du t correspond a la division dans le

domainedu s :
t

£ If(r)dr =@.

0

De plus, les propriétés de translation et de convolution sont fréqguemment utilisées ; dans ce qui
suit, u(t) désigne la fonction échelon-unité de Heaviside et x(t) <> X (s), h(t) <> H(s) :

e x(t) X(s—a)
x(t—aju(t-a) e X (8)

t
j x(r)h(t—7) dz X(s)H(s)

0

Figure 4.3

C’est I’intégrale qu’on voit dans le tableau précédent de la figure 4.3 et qui est appelée la
« convolution des fonctions x et h » et qu’on dénote souvent par x(t) #h(t). Voici une preuve de

la propriété de convolution. Remarquons au départ que la convolution est commutative puisque,
par changement de variables, on peut écrire
0

t t
f(t)*g(t)zj-f(r)g(t—r)erjTIf(t—W)g(W)(—dW) =J-9(W)f(t—W)dW= g(t) = f (t).
0 0

t
On a, en utilisant la définition de transformée de Laplace et la propriété du milieu de la table ci-
haut (avec a remplacé par 7)
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o]

F(s)G(s) = F(S)J.g(r)e_ST dr:J'g(r) F(s)e™>dr :Ig(r)E[ ft—7)u(t-7)]dr=
0 0

0

o0 o0

J-g(r)jf(t—r)u(t—r)e_St dtdr=J‘g(r)J‘f(t—z')e_St dtdr
0 T

0 0

ou I’on a utilisé, dans la derniére égalité, le fait que u(t —t)=0sit < z. Si I’on dessine le
domaine d’intégration de la derniére intégrale double, nous avons la figure 4.4 dans le plan des =
t qui couvre toute la portion supérieure du premier quadrant au-dessus de la droite t = z:

t

Figure 4.4

Considérant cette région de type II plutdt que de type I, nous pouvons donc permuter 1’ordre
d’intégration et obtenir en continuant ou nous étions rendus

0 ) S t
F(S)G(s)=J.g(r)J-f(t—r)e'St dtdr=jg(r)j f(t—7)e ' drdt =
0 T 0 0

o t [}

j jg(r) f(t—7)dz |etdt :J-g(t)* et dt=£[f(t)*g(t)].

0\O0 0

4.9 Exemple : fractions partielles/convolution En réappliquant la propriété b) du théoréme 4.6,
on peut, par exemple, résoudre une équation différentielle linéaire a coefficients constants en
faisant usage de la transformée de Laplace. En effet, considérons le probléme

dny dn—ly .
g gt Tay=x@, YU 0=y,
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ot y™ désigne la dérivée d’ordre n de la fonction y (y” =y) et ol les n conditions initiales ont
été données. Alors si Y(s) <> y(t), X(s) <> x(t), on a que I’E.D. est transformée en 1’équation
algébrique

Q(8) +R(s)Y(s) = X(s)

ou Q(s) est un polynbme de degré n —1 en s qui dépend des conditions initiales et des
coefficients de I’équation différentielle et ou H(s) = 1/R(s) est la fonction de transfert . En fait,
R(s) est le polyndme caractéristique de I’E.D. :

n
R(s) = Zan_ks", ay=1.
k=0

X(s)—Q(s)
R(s)

On voit donc que Y(s) =

La technique des fractions partielles est fréqguemment utilisée pour inverser la derniére fonction
La fonction Y est toujours rationnelle si I’entrée X(t) est constituée de combinaisons linéaires et de
produits de polyndmes, sinus, cosinus, exponentielles. Dans le cas ou 1’entrée X(t) est continue
par morceaux, il suffit d’appliquer le méme principe et la propriété de translation.

En particulier, si les conditions initiales sont nulles (systeme dit au repos), alors Q est
identiqguement nul et la solution de I’E.D. est

()

=i -1
y(t)=£7[Y ()] =£ {R(s)

} =£7[X(s)-H(s)] = x(®) *h(t)

ou h(t) :£‘1[H(s)] est dite réponse impulsionnelle. Cette réponse est entierement caractérisée
par les coefficients.

4.10 Exemple Développement en fractions partielles. Soit % une fonction rationnelle propre
S

(deg F < deg G) et ou I’on suppose que F et G n’ont pas de facteurs communs.

4.10.1 Si a est un zéro simple de G, alors le développement en fraction partielle de %
S

contient un terme de la forme —2— o A= lim S=3F )

s—a s»a  G(9)

4.10.2 Si a est un zéro d’ordre m de G, alors le développement en fraction partielle de %
S

contient des termes de la forme Ar —+ A“‘lm_l +i ou

(s—a)" (s—-a) s—a
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i CmATFE) gop o LA™ ((s—a)mF(s)
G(s)

s>a G(s) T (M—K)lsads™ ¥ ] k=12 .., m-1)

4.11 Exemple Trouvons la transformée de Laplace inverse de la fonction

~ 10(s* +119)
~ (s+5)(s® +10s+169)

Y(s)

Soit y(t) cette transformée. Sans les nombres complexes, on trouve facilement que

10 100
Y(s) = +—
S+5 s°+10s+169
et en complétant le carré on obtient
10 100 & 100

10e

Y(s) = ———esin(12t).
(s) T (12t)

s+5 (5+5)° +122

Donc, y(t) =10e™ —%e‘st sin(12t) . Avec les nombres complexes, on trouve

B 10(s* +119) _ 1o, 25i6  25i/6
~ (s+5)(s—(-5+12i))(s—(-5-12i)) s+5 s—(-5+12i) s—(-5-12i)

Y(s)

Une table de transformée ainsi que les formules d’Euler permettent d’écrire que

i ; 12it _ ,-12it
y(t) = 10e JrEe(—suzm _Ee(—S—lZi)t —10e% _ée—St i — 10e% _ée—a sin(12t).
6 6 3 2i 3
4.12 Trouvons maintenant la transformeée de Laplace inverse de la fonction Y(s) = ( . ! )2 .
S"+4

On a, en factorisant seulement dans les réels,

1 1 1
Y(s) = 2 2~ 2’ 2
(s?—2s+2) (s*+2s+2)  ((s-1)*+1) ((s+1)*+1)

et donc y(t)=(e'sint)«(e'sint)«(e"'sint)«(e”sint). Le calcul donne (la convolution est

e'(sint—tcost )| (e "'(sint—tcost
e [ R

3cost (t 3 ) ..\ . (3cost ( 3t ) )
+| —+—|sint e - —| ————lsint [e
128 64 128 128 128 64

associative)
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Un « développement en fractions partielles complexes » peut étre fait en informant le systeme
Nspire qu’une variable est considérée complexe et non réelle :

cFactor|- 5 L
[54+4]3 (s—(1+4))% (s—(1-2))% (s+1-4)% (s+1+2)
1
expand ls=s_
{s—(1+£]}2-[s—{1—£]}2 {s+1 ;]° [s+1+i]2 J
33 1 3 3 -1 . 33 ) 1 3 3
I T L " o i ) -
256 256 128 256 256 128 (256 256 | 128|256 256 h
s_t1+i (s_+1+£}2 s_+t1-i {s_ﬂ_i)z S_—{l—t] {s_—(l—i]}z s_—(1+z)

303 1 303 1 3003 ] -1
f *g *g *g *g - - *g *g
o256 256 128 256 256 128 (256 256 | 128
s_+1+i s_+1-i {S +1 ;] S —{1—i] {S —(1—;]}2

Figure 4.5

4.13 La convolution et ’importance de la « fonction » de Dirac L’équation différentielle d’un
probléme de masse-ressort est

d’y ., dy
m—+b—=+ky=f(t
dt?  dt y=1

ou m désigne la masse de I’objet, b la constante d’amortissement, K la constante de rappel, y(t) la
position de I’objet a I’instant t et f(t) la force extérieure. Quant a celle d’un circuit RLC, ¢’est

d?v dv,
LC +RC—C +v. =E(t
o2 OIc()

ou R, L, C sont les composantes branchées en série, E(t) est la source et on a les relations
suivantes :
dv g . dg
it)=C—<, v =—, i=—.
O=C4 e o "
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On voit donc qu’il est utile de considérer I’équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre a
coefficients constants suivantes et nous allons supposer les conditions initiales nulles (systeme au
repos)

d2y

F+bdy

a —
dt

+cy=x(t), y@0)=y'(0)=0 (x(t)=0sit<0)

Souvent, dans la derniére équation difféerentielle, on dit que x(t) est I’entrée (« input ») et que y(t)
est la sortie (« output « ). En utilisant la transformée de Laplace ou Y (s) <> y(t), X(s) <> x(t),

I’E.D. est transformée en
Y(s) = X(s)-H(s)

ou H(s)= est appelée fonction de transfert (transformée de I’output sur transformée

as’ +bs+c
de I’input). Mais pour obtenir 1’égalité Y = H, il aurait fallu que 1’entrée X(t) soit telle que sa
transformée de Laplace X soit 1. Or, pour une fonction « normale », cela est impossible en vertu
du théoréme 4.6 a) ... On obtiendra une telle fonction « généralisée » en considérant, par
exemple, des limites de fonctions indicatrices d’intervalles. Voyons cela de plus prés. Etant
donné ¢ > 0, définissons une fonction continue par morceaux et satisfaisant les hypothéses du
théoréme 4.6 a) comme suit :

1 .

— sl O<t<e
f.(t)=1¢

0

si t>¢

1_ e*é‘S

On trouve facilement que E£[f,(t)]= et, bien que Iirgl f (t)n’existe pas au sens

classique, la limite de la transformée existe et lim £[ f (t)g] =1. Pour cette raison, la « fonction »

e—0"

de Dirac ou fonction impulsion est introduite est satisfait aux exigences suivantes :

0 o8]

, IS(t) dt =1, J‘5(t—a)x(t) dt =x(a)
ou, dans la derniere formule, la fonction x est supposée continue en t = a. En d’autres termes, la

« fonction » de Dirac o(t —a) concentre la masse en t = a et cette formule se comprend bien
lorsqu’on calcule I’intégrale : en effet,

a+e

j L (CHI(t—a)—CHI(t—a—&))x(t) dt > x(a) si &—>0".
&

0sitz0
o Sit=0

5(t):%u(t)={

a

Par conséquent, si h(t) <> H(s), alors h(t) est entierement caractérisée par les coefficients du
probléme et il est naturel d’appeler h(t) la réponse impulsionnelle (la sortie lorsque 1’entrée est
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une impulsion). La solution de I’E.D. est la convolution de I’entrée et de la réponse
impulsionnelle : y(t) = x(t)*h(t) .

C’est a cause de la transformée de Laplace, du fait d’imposer des conditions initiales nulles et de
considérer toutes les fonctions nulles avant t = 0 si ’on a pu obtenir le résultat. La linéarité de
I’intégrale et la propriété de translation (figure 4.3, deuxiéme ligne du tableau) font en sorte que
le probleme est un exemple de ce qu’on appelle un « systeme linéaire invariant dans le temps ».

4.14 Exemple Revenons a I’exemple 3.9.2 ou nous cherchions la « fréquence de résonance », i.e.
la valeur de @ qui procurera une amplitude en régime permanent maximale pour le probléme

y"+%y'+2y=2005(a)t). Supposons les c.i. nulles puisque cela n’affecte que le régime

transitoire. Puisque la fonction de transfert est

HE) L~ 1

s2+542 ( 1j2 127
4 S+—
8) 64

alors la réponse impulsionnelle est

o

La convolution de h(t) avec I’input 2 cos(wt) donnera la solution compléte dont on pourra
extraire la solution particulié¢re et en trouver I’amplitude : une calculatrice symbolique peut trés
bien finir le travail pour nous :

U Done
8 127'e8-51n 127 1
h(!):— 8
127
.\'(t):=2- cos(a)- f} Done
f Done
(xle)- Ble—)ar =0
0
propFrac{tCollect[v{i”}
N R |
_ X [.32_ _64] J1o7 r] (—Jz-w 127 64127 8.
(_64—32- a)"_]- cos(w: z}+ 8 ' sinlw- 1) 127 127 |
4 2 4 2 4 4 2
16w —63 w +64 16w —63 @ +64 16w —-63 w +64 16w —63 w +64
_32. 2 . | 314
A fMax|norm 64732 w 8w Jw|w=0 -

4 2 4 2 8
16 0" —63 w164 16'w —63 w-+64

Figure 4.6
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Liste d’exercices pour le résumé 1

Probléme 1 Résolution d’une équation par la méthode du point fixe, par la méthode de Newton

a) Utilisez la méthode du point fixe pour résoudre 1’équation suivante : xcosh(x) =1. Que se
passe-t-il avec 1’équation « semblable » xcosh(3x) =1 ? Reprenez la résolution de chacune de
ces deux équations en utilisant la méthode de Newton.

b) Utilisez la méthode du point fixe pour trouver la plus petite solution positive de 1’équation
suivante:x =tan(x).  On réécrira 1’équation sous la forme x=arctan(x)+z (pourquoi

d’ailleurs ?).

c) Utilisez la méthode du point fixe pour trouver la seule solution réelle a I’équation

X3 +6x—-3=0 (donnez une raison simple pour justifier qu’il ne peut y avoir plus d’une solution
réelle ici). Reprenez avec la méthode de Newton.

d) Utilisez la méthode du point fixe pour trouver la seule solution réelle a 1’équation
2arcsin(x) =arccos(3x) . Et trouver cette solution de fagon exacte!

e) Utilisez la méthode de Newton pour trouver une des 6 solutions a 1’équation polynomiale

p(z)=2%+2*-1273+ 2822 - 482 +161=0

Aidez-vous du graphique 3D de |p(z)|2afin de trouver un point de départ ou encore des
graphiques 2D des équations implicites u(x,y) =0 et v(x,y)=0 ou p(x+iy) =u(X,y)+iv(X,y).

f) Considérons I’équation x® = (1.1)7*.

i) Trouvez la plus petite solution réelle de 1’équation précédente par la méthode du point fixe.
Assurez-vous que les hypothéses du théoreme sont bien satisfaites.

i) Trouvez aussi une solution complexe au voisinage de I’origine en utilisant la méthode de
Newton (& une variable avec point de départ complexe). Pour trouver ce point de départ,
considérez les courbes des parties réelle et imaginaire de 1’équation (graphisme implicite 2D
requis!).

Probléme 2 Résolution d’équations polynomiales du troisieme degré. Formule de Cardan.

a) Reprenez I’équation x®+6x—3=0 (probléme 1c) en montrant que sa solution exacte est

2 2

(avaT+12)" (ayai-12)"
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b) Montrez que les 3 solutions de 1’équation x> —6x—3=0 obtenue en changeant simplement le
signe du coefficient du terme linéaire dans la question précédente sont données par

A = dny
sin™ sin”! sin”!
-2- \/E sin —8 , 20 \j? sin —8+£ -2 \/E cos —8+£

El

3 3 3 3 6

c) Trouvez, en utilisant la formule de Cardan (aprés s’étre débarrassé du terme quadratique) la

. . , . 1
solution réelle de I’équation 2x° +3 x? —4x+10=0.

d) Trouvez, en utilisant une substitution trigonométrique appropriée (aprés s’étre débarrassé du
terme quadratique) les trois solutions réelles de I’équation 2x° + x? —4x—1=0.

e) Il peut étre difficile de simplifier les radicaux imbriqués. Testez cela en utilisant la formule de

Cardan afin de trouver la racine réelle de I’équation x*+6x—-20=0. Un moment d’attention
montre que cette solution est pourtant x = 2. On pouvait d’ailleurs (assez rapidement) trouver x =
2 en utilisant le théoréme des racines rationnelles en considérant les diviseurs de 1 et de —20.

Probléme 3 Résolution d’équations et la fonction LambertW

Résolvez a la main les équations suivantes de facon a les réécrire sous la forme ye’ =z dont on
sait que les solutions sont y =W (k, z) ou « W » est la fonction LambertW (k une de ses branches).

Notez que la commande « solve » de votre systéme symbolique devrait trouver, du moins de
facon numérique, les solutions réelles des équations des questions b) a i). Conjointement avec la
fonction LambertW programmeée dans la librairie kit_ets mb de Nspire ou celle incluse dans
Maple ou la fonction ProductLog de Mathematica, cela vous permet donc de vérifier vos
réponses pour ces exercices.

a) Résolvez une équation du type ae”™ +ct+d =0 ol a, b, ¢ et d sont 4 constantes non nulles
(possiblement complexes) et t est la variable par rapport a laquelle on résout. Remarquons que ce

type d’équation apparait lorsqu’on cherche le temps pour qu’un objet en chute libre atteigne le sol
et lorsqu’on suppose la force de résistance de I’air proportionnelle & la vitesse de I’objet.

b) Trouvez toutes les solutions réelles de I’équation In(x) = 4 — x.
c) Trouvez toutes les solutions réelles de I’équation x* = 3.

d) Trouvez toutes les solutions réelles de I’équation e = x* +6x +9.

: , . S 4
e) Trouvez toutes les solutions réelles (et positives) de I’équation x* = 3
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o : (1Y
f) Trouvez toutes les solutions reelles et quelques solutions complexes de I’équation [E =5

h) Résolvez I’équation x° = (1.1) % et donnez toutes les solutions réelles et complexes. Vérifiez

que la solution complexe que vous avez trouvée par la méthode de Newton au probleme 1 f) est
bien incluse dans I’une des fonctions Wo(z) et W.1(z) qui sont dénotées respectivement par
LambertW(0, z) et LambertW(-1, z) dans la librairie kit_ets_mb.

i) Trouvez toutes les solutions réelles de I’équation 2* = x+5.

- - Ve - — 2 7 Ve
j) Trouvez toutes les solutions de I’équation e =x. Plus généralement, montrez qu’une
équation de la forme ab* = x“ peut se résoudre via Lambertw.

Probleme 4 Résolution de systémes d’équations non linéaires par la méthode du point fixe ou
par la méthode de Newton

a) Trouvez les solutions réelles du systeme suivant par la méthode du point fixe (s’aider de
graphiques 2D implicites ou 3D afin d’avoir un point de départ) :

B 1
T 14 (x+y)?
B 1
L (x-y)*

x-1

b) Trouvez les solutions réelles du systéme suivant en utilisant la méthode de Newton (s’aider de
graphiques 2D implicites pour avoir un point de départ) :

X3 + y3 =10

xyZ—x?y=2
Notez que ce dernier systeme est polynomial et peut étre résolu de fagcon exacte. Si vous le
pouvez, jetez un coup d’oeil a une base de Grébner que donne un systéme symbolique afin de
constater qu’une équation polynomiale de degré 9 apparait en y, mais réductible a une équation
de degré 3. Puisque les formules de Cardan sont connues, on peut comprendre pourgquoi une
solution exacte est possible mais peu pratique.
c) Trouvez les solutions réelles du systeme suivant en utilisant la méthode de Newton :

{ 3xy—2x? +4siny+6=0

3x2—2xy? +3cosx+4=0

d) Trouvez les solutions réelles du systéme suivant en utilisant la méthode de Newton :
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X2 —xy+2y-10=0
x’y?-2=0

e) Trouvez les solutions réelles du systéeme suivant en utilisant la méthode de Newton :

12+3x+8y+12xy+9x2 —12y2 =0
5+12x+6y-9xy—2x*-11y* =0

2,02
f) Considérons le systéme d’équations {X +yl _16.
X =

i) Donnez un argument simple afin de montrer que ce systeme posséde 4 solutions réelles.
ii) Trouvez une base de Grobner de ce systeme.

iii) Montrez que si vous avez trouvé une solution, alors vous détenez les 3 autres.

iv) Trouvez I’une des 4 solutions, de fagon exacte. Reconfirmez par Newton a 2 variables.

g) On cherche une solution complexe & I’équation x? =2*. On substitue alors x par x + i y afin
d’obtenir deux équations a deux inconnues (la partie réelle, la partie imaginaire). Montrer qu’en
utilisant la méthode de Newton & deux variables et en choisissant comme point de départ le
couple (3.1, 10.4) on aboutit a la solution réelle x = 2. Montrez que si le point de départ est plutét
le couple (7.1, 12.4) alors la on trouve effectivement une solution complexe.

Probléme 5 Application des équation différentielles du premier ordre : circuit RL.
L’exercice suivant constitue une bonne fagon de réviser plusieurs concepts. Considérons I’E.D.

d’un circuit RL :

di i .
LEJFRI =E(t), 1(0)=0.

a) En montrant vos calculs, résolvez cette E.D. linéaire du premier ordre.

b) Montrez, lorsque la source E(t) est constante, disons E(t) = E,, que I’E.D. est, en plus d’étre
- 7 - 7 7 E
linéaire, séparable. Résolvez-la de cette fagon et concluez que le courant tend versﬁ0 lorsque t

tend vers I’infini.

Pour la suite du probleme, on va poser L = 1H et R = 5Q. La source E(t) (en volts V) va prendre
différentes formes. Trouvez i(t) et esquissez son graphique (pour t > 0) pour chacune des
situations suivantes.

c) E(t) =25 (ici, vous pouvez évidemment vous servir de b)
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25s5i0<t<?2
0 autrement

d) E(t)z{

25si0<t<2
0 si2z<t<4
25si4<t<6
0 sit>6

e) E(t) =

25si0<t<?2

) E(t+4)=E(t) (donc source périodique, de période 4).
0 si2z<t<4

f) E(t)={

Probleme 6 Fonctions spéciales

Soient les 3 fonctions suivantes, définies par des intégrales : la fonction d’erreur, la fonction
sinus intégral et la fonction cosinus intégral

X

erf(x):%je‘tzdt, Si(x):J‘Sitﬂdt, Ci(x):Ln(x)+yx+J‘
0 0

0

cos(t)—1 dt
— &

n

Ici, y désigne la constante d’Euler: y = lim E %—In(n) ~0.5772156649.. On voit que
n—oo
k=1

9 Gi =X (x20).
dx X

a) Tracez leur graphique et tentez de découvrir (et démontrez si possible) la valeur de la limite a
I’infini de chacune.

b) Reprenez les étapes suivantes afin de prouver que je‘xzdx=g. Soit a > 0, soient les
0

disques et carrés suivants :

DaZ{(X,y)ZX2+y2£a2}, C,={(x,y):0<x<a0<y<a}.

2
a
i) Montrez que je_xzdx =J‘je(xz+yz)dxdy
Ca

0
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i) Montrez que ”-e_(xzﬂz)dx dy = %(l—e‘az ) (utilisez les coordonnées polaires!)

Da
iii) Montrez que lim ” )axdy = lim ” e )y dly
a—o0 a—mo
Ca
c) Trouvez: i) iSi(x) ii) ierf(x) iii) i(x erf(x))
S dx dx dx

iv) ierf(«/?) V) \/z-.‘e‘tz/zdt Vi) \/Zje“z/zdt
dx V4 V4
0 X

d) Soit S,(x)= Z sm((22kk LX) . Tentez de vous convaincre (la preuve viendra plus tard) que

. 1 .. e
la suite S, (2—j semble tendre vers la valeur > Si(z) lorsque n tend vers I’infini.
n

e) Trouvez la valeur exacte de I’intégrale suivante (et vérifiez votre réponse en évaluant

numériquement votre réponse et I’intégrale) :
T

in x
J. 52 dx
X -1
2
Utilisez au besoin les fonctions Si et Ci définies au début de 1’exercice.

Probléme 7 Equations différentielles linéaires du premier ordre

a) Résolvez ’E.D. linéaire du premier ordre g—y—x y=1 y(0)=0 et donnez votre réponse en
X

termes de la fonction d’erreur erf .

b) Montrez que la solution a 1’équation différentielle % +2xy =5, y(0) =3 est donnée par
X

5|\/— —x

y=3" - erf(i x).

¢) Résolvez I’E.

D. jy Y _sin X, Y(2) =1. Répondez en termes de la fonction Si.
X

Probleme 8 Systemes d’équations différentielles
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Convertissez chacun des systémes d’E.D. suivant en une unique E.D. (d’ordre a déterminer) et
résolvez ensuite I’E.D. (e.g. par utilisation de la transformée de Laplace) :

d d?x ,

d_:: x(0) =1 el x(0) =1, x'(0)=0
a) dy b) 4

ot y(0) 2 y(0)=2, y'(0)=0

Et refaites les exercices a) et b) précédents en les laissant en systéeme et en leur appliquant la
transformée de Laplace.

Probleme 9 Mouvement harmonique non amorti, entrée a fréquence variable

On considere le probleme
2

Y 1y = cos(et), y(©) =0, y'(©) =0 (0).

dt?

. . in .
a) Siw” =1, montrez que la solution est y = % (« résonance »).

b) Si ®® #1, montrez que la solution du probléme peut toujours s’écrire sous la forme

_cos(t)—cos(wt) 2 . (1 (1, 2
y= 1 _l_w23|n(2(l+a))tj3|n£2(l w)tj [a) ;tl]

c) Laréponse en b) est-elle une fonction périodique ? Si oui, quelle est sa période ?

Probleme 10 Résolvez, en montrant vos calculs, les équations différentielles suivantes.

a) y"-3y'+2y=10sinx, y(0)=1, y'(0)=-6. Révisez la méthode des coefficients
indéterminés afin de trouver une solution particuliére.

b) (D°-D?-D+1)y=0, y(0)=2,y'(0)=1, y"(0) =0

Probléme 11 Transformées de Laplace et propriétés

Soit f(t) dont on dénote la transformée de Laplace par F(s) (f(t)«> F(s)). Utilisez

SEULEMENT la factorisation dans IR, la complétion du carré et les propriétés suivantes :
P1) Sif(0) =0, alors f'(t) <> sF(s) .
t

P2) Si, x(t) & X(s), h(t) <> H(s), alors jx(r)h(t—r) dz <> X(S)H(s)

0
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w _ .
P3) — — s e sin(wt
)(s+a)2+a)2 (@)

Démontrez les associations suivantes (dans ce qui suit, a est une constante positive) :

1 1 ] ]
a o cosh(at)sin(at) —sinh(at)cos(at
)S4+4a4 4a?,( (at)sin(at) (at)cos(at))
S 1 . ]
b © sinh(at)sin(at
) st+4a*  2a® (ansin(an
2
S 1 ) ]
¢) ———— & —(cosh(at)sin(at) +sinh(at)cos(at
)S4+4a4 2a( (at)sin(at) (at)cos(at))

3

S
d) ——— <> cosh(at)cos(at
s* +4a* (at)cos(an)

X —X X A X

Rappel : (:oshx:e e , sinhx=e

(xeR). Ces fonctions seront étendues au plan

complexe, plus tard.

Probleme 12 Quelques applications de la transformée de Laplace

a), On consideére le probleme

y" + y=Z§(t—n7z), y(0)=0, y'(0)=0.

n=0

On aici un input (« train d’impulsions ») périodique de période 7 (donc fréquence naturelle de 2)
tandis que le systeme a une fréquence naturelle @ = 1, donc pas de résonance en vue. Montrez
que la solution s(t) de ce probleme est la fonction périodique suivante :

S(t):{sint si0<t<rm S(t+ 27) = s(t)

0 Si T<t<2rx

b) Comment « realiser » concretement la situation décrite en a)? Soit

1 sia<t<b

CHI(a,t,b) =
( ) {0 autrement

Montrez que le probléme

N
y'+y=Y SCHI(nmtnr+s) y(0)=0,y(0)=0
n:Og

permet de « réaliser » la situation décrite en a) si I’on laisse, aprés résolution de I’E.D., ¢ tendre
vers 0 par la droite et N tendre vers I’infini.
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c) Considérons maintenant le probleme

Yy = Z5(t—2nﬂ), y(0) =0, y'(0) =0.
n=0

On aici un input (« train d’impulsions ») périodique de période 27z. Montrez qu’il y a résonance.

Probleme 13 Un peu de nombres complexes

Considérez les formules du tableau suivant :

La formule d’Euler

e'? =cos@+isind

n

‘ ) o Zn+1_1
2" =1+z+2°+ - +7 = (z#1)

z-1
k=0
La somme d’une série géométrique
ou encore écrite sous la forme
n+1 1
1+z+2%+4 - +2"+ =— (z#))
1-z 1-z
—(n n !
La formule du bindbme de Newton (a+b)" = Z a*b"*  ou L
K k) kl(n—k)!

k=0

La formule de De Moivre

(r(cos@+ising))" =r"(cos(nd) +isin(nd)) (neN’

Figure pour le probleme 13

En les utilisant, démontrez les résultats suivants :

a) si aet @sont réels, si o n’est pas un multiple de 27, alors

i) 2cos(9+ka) = Sin((n+1)a/2)cos(«9+na/2)
k=0

sin(/2)

OO sin((n+) «/2) .
ii) sin(@+ka) = sin(0+na/2).

sin(a/2)

b) des « identités trigonométriques » :
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n n
i)cos(n0)=cos”9—(2j cos”‘zesin20+(4j cos"*@sin*g— -

Sy n A n _ .

||)S|n(nt9)=(ljcos” 105|n¢9—£3} cos"3gsin* 0+ ---

iii) Inversement, comment peut-on remplacer cos" @ ou sin" @ par une combinaison linéaire de
cosinus (sinus) ?

Probleme 14 Nombres complexes, fonctions d’une variable complexe et résolution d’une

équation de la forme z® = woU a est réel et non nécessairement entier. Cet exercice nous prépare
au chapitre sur I’analyse complexe. Nous devons en premier donner certaines définitions.

Définition : soit z=x+1iy un nombre complexe. On définit la fonction exponentielle de z par

e’ =e*e!Y =eXcosy+ie*siny.
Cela découle de la formule d’Euler. On voit donc que la fonction e”est P-périodique de période
complexe P = 2ri.

Définition : soit z=x+1iy un nombre complexe non nul. On définit la fonction logarithme dans
la base e de z par

Lnz=In(|z|)+iArg(z).
Ici «In» désigne le logarithme habituel dans la base e, |z| est le module de z et Arg(z) est
I’argument de z (toujours dans I’intervalle |-z, 7]).

Conséquence : si w est un nombre complexe, alors les solutions de I’équation e* =w sont
données par z=Ln(w)+2k i, k e Z. Et celles de I’équation Ln(z) = w sont données par z =¢"
avec la condition que —z < Im(w) < 7.

Définition; soient z et ¢ deux nombres complexes non nuls. On définit la puissance générale z°
par

ZC :eanz

Conséquence : on résoudra donc une équation de la forme z°=w en appliquant les définitions

précédentes.
Voici maintenant les exercices.

a) L’équation z?=4 admet seulement 2 et —2 comme solutions. Montrez que cela est aussi
confirmé si I’on écrit I’équation sous la forme e?""? = 4.

b) Trouvez toutes les solutions (réelles et complexes) a I’équation V2 210,
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c) Trouvez toutes les solutions (réelles et complexes) a I’équation z” =10.
d) Chacune des équations e* = x et In(x) = x ne posséde pas de solutions réelles. Montrez que

la premiére posséde une infinité de solutions complexes mais que la seconde n’en posséde que
deux. Ces solutions doivent étre exprimées en termes de la fonction LambertW.
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