- Ecole de technologie supérieure
Service des enseignements généraux
7 4

Le génie pour l'industrie

MAT144

INTRODUCTION AUX MATHEMATIQUES DU GENIE

NOTES DE COURS

1R PARTIE

PAR KATHLEEN PINEAU
ET VALERIE GOUAILLIER

REDIGE EN AOUT 2017
REVISE EN MAI 2022

Ce document est mis a disposition selon les termes de la licence Creative
Commons Attribution - Pas d’Utilisation Commerciale - Pas de Modification

4.0 International.
EIE0







Table des matieres

Avant-propos

1 Les notions de base

1.1 Les nombres et leurs représentations . . . . . . . . ... ... .. .. ... ... ..
1.1.1 L’ensemble des nombres réels . . . . . . . . . ... ... ..
1.1.2 Ladroiteréelle . . . . . . . ..
1.1.3 Lesintervalles. . . . . . . . .. ..
1.1.4 Lavwvaleur absolue . . . . . . . . . . . ..
Exercices . . . . . e

1.2 L’évaluation d’une expression algébrique . . . . . . . . . ... ... oL
Exercices . . . . . e

1.3 Les propriétés des opérations . . . . . . . . . .. Lo
Exercices . . . . ..

1.4 La simplification d’une expression . . . . . . . . . . . . ...
1.4.1 Laréduction des termes . . . . . . . . ... Lo
Exercices . . . . . L
1.4.2 La simplification de fractions . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
Exercices . . . .. oL

1.5 Lesexposants . . . . . . . . . L e
1.5.1 Les exposants entiers . . . . . . . . . . . .o e
Exercices . . . .. oL
1.5.2 Les radicaux et les exposants rationnels . . . . ... ... ... .. ......
Exercices . . . . . e

1.6 Les outils graphiques . . . . . . . . ..
Exercices . . . . . e

Musculation algébrique . . . . . . . .. L e

iii

No RN e NG S N e i



iv

2

TABLE DES MATIERES

Les polynémes et les fractions rationnelles 65
2.1 Lespolyndmes . . . . . . . . . . e e e 65
Exercices . . . . . L 68
2.2 Les opérations sur les polynémes . . . . . . . . ..o oo 70
2.2.1 L’addition et la soustraction. . . . . . . . . ... ... L. 70
2.2.2 Lamultiplication . . . . . . . . . .. 71
Exercices . . . . . oL 73
2.3 Lafactorisation . . . . . . . . . . . . e 75
2.3.1 La mise en évidence des facteurs communs . . . . . .. .. .. ... .. 77
2.3.2 Dlnspection . . . . . . . .. 78
2.3.3 Le théoréme de factorisation d’un trinome de la forme ax? +bx +c. . . . . . 79
2.3.4 Les produits remarquables . . . . . . .. ... oo 81
Exercices . . . . . L 86
2.4 La division de polynomes, les fractions rationnelles . . . . . . .. ... ... ... .. 89
2.4.1 La simplification des fractions rationnelles . . . . . . . . ... ... ... ... 89
2.4.2 Les opérations sur les fractions rationnelles . . . . . . .. .. ... ... ... 93
Exercices . . . . . e 98
Musculation algébrique . . . . . . . Lo 100
Les équations et les inéquations 103
3.1 Leséquations . . . . . . . . e 103
Exercices . . . . . L 114
3.2 Les problemes narratifs . . . . . . ... L L oL 117
Exercices . . . . . L 123
3.3 Les inéquations linéaires . . . . . . . . . .. L L Lo 125
Exercices . . . . . L 132
3.4 Les équations et les inéquations ayant des valeurs absolues . . . . . . . ... ... .. 134
Exercices . . . . . L 136
3.5 Les équations quadratiques . . . . . . . . . . ... 138
Exercices . . . .. L 145
Musculation algébrique . . . . . ... oL 147
Les équations a 2 variables et les graphiques 149
4.1 Leplan cartésien . . . . . . . . . L 149

Exercices . . . . . 151



TABLE DES MATIERES

4.2 La représentation graphique d'une équation . . . . . ... ... .. ... ... ...,
Exercices . . . . . L
4.3 La distance entre deux points . . . . . . . ... L L L L Lo
Exercices . . . .. e
4.4 Lescercles . . . . . . . e
Exercices . . . . . L e
4.5 Lesdroites. . . . . . . . e e
Exercices . . . . . e
4.6 Les systemes d’équations linéaires . . . . . . . . .. .. L L Lo
Exercices . . . . . L
Réponses
Chapitre 1. . . . . . . e e
Chapitre 2. . . . . . . L e e
Chapitre 3. . . . . . . L e
Chapitre 4. . . . . . . e e

Bibliographie

152
156
157
160
161
167
168
176
179
187

189
189
199
205
217

229






Avant-propos

L’objectif de ce document est d’offrir un support pédagogique aux étudiants et aux enseignants du
cours Introduction auz mathématiques du génie de I'Ecole de technologie supérieure. Ce cours de
mise & niveau mathématique vise a préparer I’étudiant pour ses études en génie et, en particulier,
pour le cours de calcul différentiel et intégral qui suivra.

Ces notes de cours ont été développées de maniére a rappeler de fagon progressive les concepts de
base du secondaire. On porte une attention particuliere aux difficultés langagieres, [1] et [4], par le
biais d’exemples et d’exercices de reformulation ou qui demandent un va-et-vient entre différents
langages : symbolique, graphique et numérique.

Il convient de préciser que, dans le cadre de ce cours, tous les étudiants et tous les enseignants
travaillent avec le méme outil technologique, la calculatrice TI-Nspire CX CAS ou son équivalent
sur ordinateur, facilitant, de ce fait, le passage d’un langage a 'autre.

A I’étudiant

Dans ce document, les encadrés gris servent a attirer votre attention sur un aspect particulier du
propos. Il s’agit d’une mise en valeur, d’une mise en garde, d’un rappel ou d’une consigne.

Dans les exemples, certaines actions sont laissées au lecteur (faites-le) pour vous encourager a agir
en parallele & votre lecture. A la fin des exemples, vous rencontrerez parfois Validation. ot il est
question de vérifier si le résultat est cohérent ou Quoi écrire ? qui illustre comment consigner par
écrit un résultat obtenu a ’aide de la calculatrice.

Les exercices de musculation algébrique des chapitres 1, 2 et 3 sont de nature algébrique et de type
drill (méthode d’entrainement basée sur la réalisation répétitive d’'un méme type d’exercices) sur les
themes de la simplification, de la factorisation et de la résolution d’équations. Vous les faites apres
avoir fait ceux du chapitre, lorsque vous sentez le besoin de pratiquer davantage les techniques.

Si vous avez des commentaires ou des suggestions, faites-moi signe. Ils sont toujours appréciés.
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Chapitre 1

Les notions de base

1.1 Les nombres et leurs représentations

1.1.1 L’ensemble des nombres réels

Avant d’introduire I’ensemble des nombres réels, rappelons quelques-unes des notations courantes
utilisées pour décrire des ensembles.

Un ensemble est une collection d’objets nommés éléments de ’ensemble. Par exemple, I’ensemble
des nombres naturels, désigné par N, est formé des nombres qui servent a compter,

N={0;1;2;3;4;...}.

Les accolades { } indiquent qu’il s’agit d’un ensemble et, dans cette représentation, les points-
virgules séparent les éléments. Puisque ’ensemble des nombres naturels est infini, les points de
suspension indiquent que la liste des éléments est sans fin.

Il est parfois utile de pouvoir exclure zéro, on utilise alors le symbole *. Ainsi,
N*={1;2;3;4;...}.

Comme on I'a fait pour les ensembles ci-dessus, un ensemble peut étre décrit par la liste de ses

éléments. On dit alors qu’il est décrit en extension. On peut aussi le décrire a ’aide d’une regle

qui détermine ses éléments. On dit alors qu’il est décrit en compréhension. Par exemple, méme
s’il est infini, le contenu de ’ensemble des nombres entiers, Z, s’exprime clairement en extension

Z={..;-3-2,-1;0;1;2;3;...}

tandis qu’il est plus approprié de décrire I’ensemble des nombres rationnels, Q, en compréhension
a
Q:{b\aGZetbeZ*}.

Ici a et b sont des variables. Le symbole | signifie tel que et est suivi des contraintes imposées
aux variables. Dans ce cas, on stipule que a doit étre un entier, a € Z, et que b doit étre un entier
non nul, b € Z*. Le symbole € signifie appartient a ou est un élément de. Un nombre est donc
rationnel s’il s’écrit comme un quotient d’entiers dont le dénominateur n’est pas zéro.
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L’ensemble des nombres réels, R, est formé de tous les nombres qui posseédent une
représentation décimale. Par exemple, —30,4 = —152/5, 12,333333... = 12,3 = 37/3
et v/2 =1,41421 ... sont des réels.

Puisque tout nombre rationnel est aussi un nombre réel (il suffit d’effectuer la division des entiers
impliqués pour trouver sa représentation décimale), I’ensemble des nombres rationnels est un sous-
ensemble de ’ensemble des nombres réels et on écrit Q C R ol le symbole C signifie sous-ensemble.

Un nombre peut étre réel sans étre rationnel; il suffit que sa représentation décimale soit infinie
et non périodique. L’ensemble des nombres irrationnels, noté Q’, est formé de tous les nombres
réels dont la représentation décimale est infinie mais non périodique. En fait, Q' = R\ Q ou le
symbole \ désigne la soustraction ensembliste. Dans ce cas, on lit [’ensemble des irrationnels est
formé de l’ensemble des réels sauf les rationnels. Autrement dit, I’ensemble des nombres irrationnels
est formé de I’ensemble des nombres réels qui ne sont pas rationnels.

Par exemple, les nombres m = 3,141592... et v/2 = 1,41421 ... sont des irrationnels. Le nombre 7
représente, entre autres choses, la mesure de la surface d’un cercle de rayon 1 et le nombre /2, la
longueur de 'hypoténuse d’un triangle isocele dont les deux cotés adjacents a 'angle droit sont de
longueur 1.

L’ensemble des nombres réels est donc formé de la réunion des nombres rationnels et des nombres
irrationnels, R = Q U Q. Puisqu'un nombre ne peut pas étre a la fois rationnel et irrationnel,
I'intersection de ces deux ensembles est vide, QN Q' =0, ou @ = { } est 'ensemble vide, celui qui
ne contient aucun élément.

Les sous-ensembles usuels des nombres réels sont illustrés a la figure 1.1 et décrits au tableau 1.1
ci-dessous. Les notations usuelles pour les ensembles sont résumées au tableau 1.2.

Les nombres complexes

Il existe une extension de l’ensemble des nombres réels. Il s’agit de ’ensemble des nombres
complexes, noté C. L’équation 2> = —1 ne posséde aucune solution dans R, puisqu’il n’y a
aucun nombre réel dont le carré est négatif. Cependant, on peut imaginer une solution en
définissant un nouveau nombre i, qui n’appartient pas aux réels, et tel que i = —1. En
additionnant des nombres réels avec des multiples de ce nombre i, on génere tout un ensemble
de nouveaux nombres. Par exemple, 2 + 3¢, 1 — 5¢ et 8¢ font partie de ces nombres. Toutes ces

combinaisons forment I’ensemble des nombres complexes C, qu’on définit par
C(1:ef{a+bi|aERet b e R}.

Tous les nombres réels appartiennent a I’ensemble des nombres complexes, R C C, puisqu’ils
peuvent s’écrire comme a + 0 - 7. Les nombres complexes ne seront pas beaucoup traités dans
ce cours, on se concentrera plutot sur la manipulation des nombres et fonctions réelles.
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R=QUQ (réels), QN Q' = {} =0

Q (rationnels) 52 Q' (irrationnels)
—175,457 954 T3 i
' V2 =1,41421. ..
Z (entiers) _1s _ _j _ 16 7 =3,141592. ..
3 129
—18 .
N (naturels) — |,q 1-55 =-109439...
-1
Vig=7 1 _ ;
0 19,3 V11 =1,61539...
107 = 10000 000
3 _
—15% = —50625 V—2T=-3
5,32 e=271828...
NCZCQCR QcCcR

FIGURE 1.1 — Quelques sous-ensembles des réels

TABLEAU 1.1 — Quelques sous-ensembles des réels

Nom Description Exemples d’élément
Les nombres naturels N={0;1;2;3;...} 3,7,18
qui servent & compter
Les nombres entiers 7 ={-3;-2;-1;0;1;2;3;...} —15,0,7
Les nombres rationnels Q= {% la€ZetbeZ} %, 41,32
ont une représentation décimale finie 53,123

ou infinie périodique

Les nombres irrationnels Q' =R\ Q T =3,1415...
ont une représentation décimale infinie qui /2 = 1,4142. ..
n’est pas périodique




Notation

CHAPITRE 1. LES NOTIONS DE BASE

TABLEAU 1.2 — Notations usuelles pour les ensembles

Description

zc A

ANB

AUB

A\ B

A*

x appartient a A
x est un élément de ’ensemble A

x n’appartient pas a A
x n’est pas un élément de ’ensemble A

A égal B
A et B sont composés des mémes éléments

A est un sous-ensemble au sens strict de B
signifie que tous les éléments de ’ensemble A appartiennent également &
Iensemble B, mais A # B

A est un sous-ensemble au sens large de B
signifie que tous les éléments de ’ensemble A appartiennent également a
I’ensemble B, A peut étre égal & B

A intersection B
désigne I'’ensemble des éléments communs aux ensembles A et B
ANB ={z|lxr € Aet x € B}

A union B

désigne I’ensemble contenant tous les éléments de A et tous les éléments
de B

AUB = {z|xr € Aoux € B}

A moins B (la différence de deux ensembles)

désigne I'ensemble des éléments qui appartiennent a I’ensemble A mais
n’appartiennent pas a ’ensemble B

A\B={zlr € Aet z ¢ B}

A astérisque
désigne le sous-ensemble des éléments non nuls de I’ensemble A
A" ={zlx € Aet x # 0}

I’ensemble vide

0={}
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1.1.2 La droite réelle

La droite réelle est utilisée pour représenter les nombres réels graphiquement. Une origine est
désignée par 0; les unités a droite du 0 sont positives tandis que celles a sa gauche sont négatives.

nombres réels négatifs nombres réels positifs
>
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
coordonnée origine direction positive

Sur la droite réelle, les nombres sont croissants de gauche a droite, suivez la fleche! Une valeur est
dite plus petite (<) qu’une autre, lorsqu’elle est située a sa gauche, par exemple —4,5 < —3,1. Une
valeur est dite plus grande (>) qu’'une autre lorsqu’elle est située a sa droite, par exemple 4,3 > 1.

Exemple 1.1 |
Placez les nombres suivants aux endroits appropriés sur la droite réelle.

(a) 5 (b) 0,5 (c) V7 (d) —v9 (e) —2m (f) 19/5

Solution :

C’est a l’aide de la représentation décimale des nombres qu’on pourra les placer aux bons endroits
sur la droite. On trouve /7 ~ 2,65, —/9 = —3, 27 ~ 6,28 et 19/5 = 3,8 et on place des points
correspondants sur la droite.

(e) (d) (b) (c) () (a)
- O ® ® O O >
—6 -5 —4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4 5 6

1.1.3 Les intervalles

Un intervalle réel est un sous-ensemble de R contenant tous les nombres réels compris entre deux
nombres distincts donnés en ordre croissant. Par exemple, l'intervalle [3; 5[ désigne I’ensemble des
nombres réels plus grands ou égaux a 3 qui sont plus petits que 5. En compréhension, ceci s’écrit
[3;5]={z € R|3 <z < 5}.

Les deux nombres utilisés pour décrire l'intervalle s’appellent les bornes de ’intervalle. Celles-ci
peuvent étre incluses ou non dans l'intervalle. Dans ’exemple ci-dessus, les bornes sont 3 et 5. La
borne inférieure est 3 et est incluse dans 'intervalle, tandis que la borne supérieure, qui est 5,
ne l'est pas.

On représente graphiquement un intervalle par un segment de droite et on indique si une borne est
incluse ou non, respectivement, par un point plein (e) ou vide (o). Par exemple, U'intervalle [3; 5[ se
représente comme suit.
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Un intervalle est dit fermé s’il inclut ses deux bornes et ouvert s’il ne les inclut pas. Si 'intervalle
inclut seulement une de ses deux bornes, comme l'intervalle [3; 5], on le dit semi-ouvert.

Aux intervalles réels, on ajoute les ensembles des réels supérieurs a une valeur, par exemple,
I'intervalle [2,5; o0,

\ f \ —@
-1 0 1 2 3 4 5 6
ou inférieurs a une valeur, par exemple, | — oco; 7.
-1 0 1 2 3 4 5 6
L’ensemble de tous les réels est décrit par 'intervalle R =] —o00; co[. Un résumé des notations usuelles

pour les intervalles est présenté au tableau 1.3 (p. 7).

1.1.4 La valeur absolue

La valeur absolue d’un nombre réel z, notée |z|, représente la distance qui sépare le nombre = de 0
sur la droite réelle. Par exemple, | — 4| =4 et |3| = 3.

—4=4  __ Bl=3

La valeur absolue d’un nombre plus grand ou égal a 0 est le nombre lui-méme, [3| = 3 , tandis que
la valeur absolue d’un nombre négatif est son opposé, | — 4| = —(—4) = 4. On peut donc définir la
valeur absolue d’un nombre sans faire référence a la droite réelle.

Définition 1.1 La valeur absolue d’un nombre réel x est définie par

r siz>0
2] = —x siz<O0.

Exemple 1.2

Réécrivez chacune des expressions suivantes sans utiliser la notation || des valeurs absolues.
(a) [ =72 (b) 12| (¢) |m =5 (d) [v8—2]

Solution :

(a) Puisque —7,2<0, | —=72|=—(-72) =17,2.

(b) Puisque 12 > 0, 12| = 12.

(¢) Puisque mr <5, 7 —5<0et|r—5=—(r—5)=5—m.
(

d) On peut coincer 8 entre les carrés parfaits 4 et 9 pour en déduire que 2 < /8 < 3. Puisque

V8>2,1/8—-2>0et|V8—2/=+8-2. I
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TABLEAU 1.3 — Notations usuelles pour les intervalles

Notation Description en Signification Graphique
compréhension
[a; b] {z € Rla <z <b} ensemble des nombres réels SUPETICUTS OU _Quumm—g—>
égaux a a qui sont inférieurs ou égaux a b a b
la; b] {z € Rla <z <b} ensemble des nombres réels SUPETIEUIS & @ — m—m——Cr>
qui sont inférieurs a b a b
[a; b] {r € Rla <z <b} ensemble des nombres réels SUPTIEUrS OU  _Qumm—(r>
égaux a a qui sont inférieurs a b a b
Ja; b] {z € Rla <2 <b} ensemble des nombres réels SUPETIiCUrS & 0  mm—t—>
qui sont inférieurs ou égaux a b a b
[a; 00| {z e Rlz > a} ensemble des nombres réels SUPETIEUTS OUl g
égaux a a a
Ja; 00| {z e R|lz > a} ensemble des nombres réels SUPETIEUIS & 0 m——
a
| —o00;b]  {x € Rz <b} ensemble des nombres réels INférieurs Ol  m———@->
égaux a b b
| —o0;b] {x € Rlx <b} ensemble des nombres réels INfrieurs 8 §  em———"—
b
| —o0;0] R={xeR} ensemble des nombres réels —
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Exemple 1.3
Déterminez, si elles existent, les valeurs réelles x qui satisfont 1’égalité || = 3.

Solution :
On cherche les valeurs réelles qui sont situées a 3 unités de 0.

. 3 unités | 3 unités |
I i |

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
On constate que seuls 3 et —3 se trouvent a 3 unités de distance de 0, c’est-a-dire |z| = 3 seulement
lorsque x = —3 ou x = 3. |

La valeur absolue est souvent utilisée pour trouver la distance entre deux points sur la droite réelle.
Si a et b sont des nombres réels, la distance entre a et b est la valeur absolue de leur différence. Par
exemple, la distance entre 3 et 7 est 4. On peut utiliser la valeur absolue pour trouver cette distance
des deux fagons suivantes.

|7T—3|=4 ou |3—-7]=4

On obtient la méme distance quel que soit ’ordre dans lequel on effectue la soustraction.

Distance entre deux points sur la droite réelle
Si a et b sont deux points sur la droite réelle, alors la distance entre a et b est donnée par

|a — b ou |b—al.

Exemple 1.4
Trouvez la distance entre —4 et 3 sur la droite réelle.
Solution :
Puisque la distance entre a et b est |a — b|, la distance entre —4 et 3 est
| —4—3| =|— 7| =7 unités.
Dans ce cas, on a posé a = —4 et b = 3. On obtient la méme distance si on inverse ’ordre de la

soustraction. En effet,
B— (=) =[B+4[=[7|=T7.

Validation. On peut vérifier rapidement le résultat en tragant une esquisse graphique.

7 unités
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Exemple 1.5 |
Le tableau ci-dessous contient, pour chacun des mois de l'année, les températures maximales
moyennes et les températures minimales moyennes' calculées sur une période de 30 ans.

Mois J F M A M J J A S (0] N D

Max moyen (°C) || —=5,7 —3,9 22 10,7 19 23,6 262 248 19,7 12,7 53 —2.2

Min moyen (°C) || —14,7 —12,9 —6,7 0,6 7,7 127 156 143 94 34 -21 —104

En utilisant ces informations, calculez ’écart qui existe entre la température maximale moyenne
(Max moyen) et la température minimale moyenne (Min moyen) pour les mois de (a) février, (b)
juillet et (c) novembre.

Solution :
(a) Pour le mois de février, ’écart des moyennes est | — 3,9 — (—12,9)| = | —3,94+ 12,9 =9 °C.
(b) Pour le mois de juillet, 'écart est [26,2 — 15,6| = 10,6 °C.
(c) Pour le mois de novembre, I’écart est |5,3 — (—2,1)| = |5,3 +2,1| = 7,4 °C.

On constate que sur cette période de 30 ans, I’écart entre la température maximale moyenne et la
température minimale moyenne est moins grande en novembre qu’en février et en juillet. |

Exercices

Attention ! Les exercices 1.1 a 1.9 doivent étre faits sans calculatrice.

1.1  Sachant que A = {1;3;5;7}, B = {—2;3;5} et C' = {7}, déterminez si I’énoncé est vrai ou
s’il est faux.

(a) Te A (e) 5¢C (i) BnC =40
(by Ce A (f) ANB={3;5} (j) AuB={-2;1;3;5;7}
(¢c) CCA (g) A={1;5;3;7} (k) AuC=A
(d CCA (h) A\C = {1;3;5} () 5€Z\N
1.2 Précisez a quels ensembles parmi N, Z, Q, Q' et R appartient chacun des nombres suivants.
(a) 5,1 (d) 23/2 (g) —512,36
(b) —V/36 (e) —36/12 (h) 27
(c) V7 (f) 215,1351 (i) —571,5

1.3 Placez les nombres suivants aux endroits appropriés sur la droite réelle.

13 _ T e
(a) 2,4 (b) =5 (c) —v10 (d) 3 (e) v/36

i. Données provenant de Météo Média https://www.meteomedia.com
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1.4 Déterminez lequel des symboles entre < et > est approprié.

(a) 77 10 (b) - ? —3,2 (c) V2 7 1,42 (d) £ 7

Lol
2 3

1.5 Décrivez 'ensemble en compréhension et donnez-en une interprétation graphique.

(a) ] —15;3] (b) [m; 00 (c) ]—o0;—2[ (d) [-2,75;5,3]

1.6 Donnez l'intervalle correspondant a la représentation graphique.

(a) ° (c) >
(b) ° - . (d) Z >

—6

1.7 Réécrivez chacune des expressions suivantes sans utiliser la notation || des valeurs absolues.

(a) | 45,3 (©) |—55| (e) |5~ 35|

(b) |752] (d) |v52 -7 (f) 13—
1.8 Déterminesz, si elles existent, les valeurs réelles x qui satisfont les égalités suivantes.

(a) |z| =5 (c) |z =-2 (e) |z =7

(b) [z[=0 (d) |z =32 () |zl =V3
1.9 Exprimez la distance entre les deux nombres donnés en utilisant la valeur absolue | |. Trouvez
ensuite cette distance en évaluant la valeur absolue.

(a) 3et21 (b) 19 et 12 (¢c) —3et2 (d) =5 et =7

1.10 Un professeur a consigné dans le tableau suivant les notes obtenues par les équipes de deux
de ses groupes pour un devoir.

Numéro d’équipe 112 (314|516 7| 8] 9 | Moyenne

Notes du groupe 1 || 92 | 81 | 73 | 89 | 85 | 54 | 76 | 95 | 83 81
Notes du groupe 2 || 66 | 84 | 97 | 89 | 42 | 77 | 84 | 82 | 95 80

Méme si les deux moyennes sont comparables, il se demande si la dispersion des notes autour de la
moyenne est semblable dans les deux groupes.

(a) Calculez la valeur absolue de I’écart & la moyenne de chaque note dans chacun des groupes.
(b) En statistique, ’écart absolu moyen est une mesure de la dispersion d’une série de données.
Il se calcule en prenant la moyenne arithmétique de la valeur absolue des écarts a la moyenne

‘x1—£‘+’$2—f‘+...+|$n—f’

)

Ecart absolu moyen =
n

ol les x; sont les données de la série,  est la moyenne et n est le nombre de données. Calculez
I’écart absolu moyen™ des deux groupes pour déterminer si la dispersion des notes autour de
la moyenne est semblable dans les deux groupes.

ii. Bien que I’écart absolu moyen soit une mesure intuitive de la dispersion de données, c’est I’écart-type, défini par

U_\/(a:l—5:)2+(x2—a"s)2+...(xn—a"s)2

n

)

qui est le plus souvent utilisé en statistique, en raison de certaines de ses propriétés mathématiques.
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1.11 Un centre-ville est quadrillé de rues orientées nord-sud et de rues orientées est-ouest. Les
intersections sont & égale distance les unes des autres. Les rues sont numérotées a partir d’un point
de référence situé au nord-ouest. Le couple (x;y) correspond a l'intersection de la z¢ rue a l'est du
point de référence et de la y© rue au sud de celui-ci. Un client se trouvant a l'intersection (5;3)
appelle une entreprise de taxi pour qu’on lui envoie une voiture. Les taxis disponibles sont en (1;4),
(2;2) et (7;4).

référence

“

—

Le centre de répartition veut envoyer le taxi dont le trajet sera le plus court pour rejoindre le client.
La distance de Manhattan ( City block distance) permet de calculer la longueur d’un trajet dans une
grille, entre deux points P; et P . Elle est définie par

d(Py,P2) = |21 — 22| + Y1 — y2l-

En calculant la distance de Manhattan entre le client et chaque taxi, déterminez lequel devrait
prendre la course.
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1.2 L’évaluation d’une expression algébrique

Comme vous ’avez sans doute remarqué, en algebre on utilise des lettres, telles que x et y, pour
représenter des nombres réels. On les appelle des variables. En général, une combinaison de va-
riables et de nombres ou interviennent des opérations d’addition, de soustraction, de multiplication,
de division, de puissance ou de radical est appelée expression algébrique. Les expressions
t 6 —
20— 1, =, 5+ 20y’ Vo + 2 et 7
— x

sont toutes des expressions algébriques.

Evaluer une expression algébrique signifie qu’on trouve la valeur de ’expression lorsqu’on
substitue des valeurs a ses variables. Pour effectuer les calculs, on suit la convention donnée par
I’ordre de priorité des opérations.

L’ordre de priorité des opérations
Lorsqu’on effectue une suite d’opérations sur des nombres réels, on doit respecter ’ordre
de priorité suivant.

1. On commence par effectuer les opérations situées a l'intérieur des parentheses.
La barre d’une fraction, un radical ou une valeur absolue joue le réle de parentheéses.

2. On calcule ensuite les puissances (exposants).
3. On poursuit avec les multiplications et les divisions de gauche a droite.
4. On termine avec les additions et les soustractions de gauche a droite.

Lorsqu’on veut modifier cet ordre, on introduit des parentheses.

Exemple 1.6
Evaluez les expressions suivantes aux valeurs indiquées.
(a) (25t% +5t) = (2t +6) pour t = 3
2z —
(b)

r+1
(© 2|z + 3
(d)

2z + 3
—b+ Vb? — 4ac
2a
Solution :
Pour exprimer symboliquement le fait qu’on évalue une expression, on utilise le symbole |, tel que,
suivi des valeurs a substituer, lesquelles sont en indice.

pour £ =5
pour x = —3

poura=2,b=3etc=1

(a) On substitue 3 a ¢:
(25t2 + 5t) + (2t2 + 6)[;=3 = (25(3)2 +5(3)) = (2(3)%2 +6)
= (25-945-3)+(2-9+6)
(225 + 15) =+ (18 + 6)
240 <+ 24 = 10

(b) On substitue la valeur 5 a x:

22 — 1 _2(5)—1_10—1_9_15
r+1|,.5 (G)+1 6 6
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Attention ! La barre de division est une autre fagon d’écrire la division et elle
implique des parentheses.
20 — 1
z+1
On doit donc évaluer le numérateur et le dénominateur avant d’effectuer la division.

=Q2zx—-1)+(z+1)

(c) On substitue —3 & z:
2|z + 3
2x +3

_2[=3[+3 _ 2343 _ 643 _ 9 _
we—s 2(-3)+3 2(-3)+3 —6+3 -3

Attention ! La valeur absolue agit comme des parentheses. On doit donc I’évaluer
avant d’effectuer la multiplication.

(d) On substitue simultanément 2 & a, 3abet 1ac:

—b+ Vb — dac -3+ /32 —-4(2)(1)

2a a=2, b=3, c=1 2(2)
. =3+4v9-8  -3+V1 -3+1
- 4 - 4 4
-2 1
4 2 ’

Attention ! Le radical agit comme des parentheses. On doit donc ’évaluer avant
d’effectuer I’addition.
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Exercices

1.12 Sans calculatrice, évaluez les expressions suivantes aux valeurs indiquées.

(a) 22 =3z +1lenz =2
b)) (z—1)2+(y—3)2enz=2ety=5
5ol -3
(c) 35, LT= 3
(d) b¥>» —dacena=2,b=3ctc=0
(e) 2740 enx; =2, x0=4,y1=1let ys =3

T2 — I

1.13 Un objet est lancé verticalement vers le haut. La hauteur h (en metres) de 'objet a partir
du sol, t secondes apres avoir été lancé, peut étre modélisée par

h = —4,9t* + 30t + 2.

(a) Selon ce modele, de quelle hauteur l'objet a-t-il été lancé ?
(b) Selon ce modele, quelle est la hauteur de I'objet 5,1 secondes apres avoir été lancé ?
(c) Selon ce modele, quelle est la hauteur de I'objet 8 secondes aprés avoir été lancé ?

1.14 La fréquence fondamentale d’une corde de guitare (mesurée en hertz, Hz) est donnée par

1 /T
-t

ou L est la longueur de la corde (en metres, m), T est la tension de la corde (en newtons, N) et u est
sa masse linéique, c’est-a-dire sa masse par unité de longueur (en kilogrammes par metre, kg/m).
Evaluez la fréquence fondamentale d'une corde de guitare de 65 cm, ayant une masse linéique
d’environ 11,85 g/m et dont la tension est de 136 N.
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1.3 Les propriétés des opérations

Vous avez certainement remarqué que lorsqu’on additionne deux nombres a I’aide d’une calculatrice,
le résultat ne dépend pas de 'ordre dans lequel les nombres ont été entrés.

15+9=9+15=24

Le fait qu’on puisse effectuer I’'opération d’addition sans se préoccuper de ’ordre est di a la propriété
de commutativité de 'addition. De la méme fagon, le résultat de ’addition de trois nombres est
indépendant du choix des deux premiers nombres additionnés.

24+ 3B3+7)=024+3)+7=12
Il s’agit alors de la propriété d’associativité de ’addition.

Il en est de méme pour la multiplication. Deux nombres peuvent étre multipliés dans n’importe quel
ordre
3-5=5-3=15

et le résultat de la multiplication de trois nombres est indépendant du choix des deux premiers
nombres multipliés.

2-(5-7)=(2-5)-7=170
Autrement dit, et comme ’addition, la multiplication est une opération commutative et associative.

Une autre propriété tres importante est celle de la distributivité de la multiplication sur [’addition.
Cette propriété permet, entre autres, de réécrire une multiplication comme une addition de
multiplications moins imposantes.

7-15=7-(10+5)=7-10+7-5=70435 =105
On dit alors que la multiplication se distribue sur I'addition.

Ces trois propriétés (commutativité, associativité et distributivité) de 'addition et de la multiplica-
tion sont résumées dans les premieres lignes du tableau 1.4 (p. 16). Qu’en est-il pour la soustraction
et la division ?

Puisque zéro (0) n’a aucun effet dans une somme, on I’appelle le neutre de 'addition. L’opposé d'un
nombre n est alors le nombre qui, ajouté a n, donne zéro (0), le neutre de I’addition. La soustraction
peut donc étre définie comme ’addition de 'opposé.

De la méme facon, un (1) n’a aucun effet dans une multiplication et on 'appelle le neutre de la
multiplication. L’inverse d’un nombre n est le nombre qui, multiplié par n, donne un (1), le neutre
de la multiplication. La division peut donc étre définie comme la multiplication par ’inverse.
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TABLEAU 1.4 — Propriétés des opérations
Propriétés Addition Multiplication
Commutativité | Deux nombres réels peuvent étre addi- | Deux nombres réels peuvent étre
tionnés dans n’importe quel ordre. multipliés dans n’importe quel ordre.
a+b=b+a a-b=b-a
Exemples Exemples
154+9=9+15=24 3-5=5-3=15
1524+ 9 =9+ 15z z-6=6 - =06z
Associativité Le résultat de l'addition de trois | Le résultat de la multiplication de trois

nombres réels est indépendant du choix
des deux premiers nombres additionnés.
a+(b+c)=(a+b)+c
Exemples
24+ B34+7)=024+3)+7=12
2+B+2)=2+3)+x=5+x

nombres réels est indépendant du choix
des deux premiers nombres multipliés.
a-(b-c)=(a-b)-c
Exemples
2:(56-7)=(2-5)-7=170
—2-3-2)=(-2-3) -z =—6x

Distributivité de la multiplication sur ’addition
a-(b+c)=a-b+a-c
(b+c)-a=b-a+c-a

Exemples
744+5)=T7-44+7-5=063

5B3x+7)=5-3x+5-7T=152+35

(5-32)2=5-2—32-2=10— 6z

Neutre Zéro (0) peut étre éliminé d’une somme | Un (1) peut étre éliminé d’un produit
a+0=04+a=a a-1=1-a=a
Exemples Exemples
5+0=5 m-l=m
0+ 6z =62 1-12x =122
Inverse La somme d’un nombre et de son inverse | La multiplication d’un nombre et de

additif (dit 'opposé) donne le neutre de
I’addition
a+(—a)=0et (—a)+a=0

Exemples

son inverse multiplicatif (dit l'inverse)
donne le neutre de la multiplication. Si
a #0,
1_ 1. _
a-.=1et --a=1
Exemples
=1

) @-2)=1

7.
six # 2, (x_

‘H
NI o
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Définition 1.2 Soient a et b des nombres réels, des variables ou des expressions algébriques.
L’inverse de b sous l'addition est désigné par —b et s’appelle 'opposé de b. L’opération de
soustraction, a — b, est alors définie comme ’addition de a avec 'opposé de b:

déf

a—b=a+(-b).

L’inverse de b sous la multiplication est désigné par % et s’appelle I’inverse de b. L’opération de

division, a + b, est alors définie comme la multiplication de a par I'inverse de b:
a qsr 1

a+b:g:a~goub7é0.

a
Dans la fraction 7 a est appelé le numérateur et b, le dénominateur de la fraction.

Exemple 1.7

Pour chacun des nombres suivants, donnez son opposé, son inverse et 'opposé de son inverse.
(a) 5 (b) 0,2 (c) m

Solution :
(a) L’opposé de 5 est —5, son inverse est % = 0,2 et 'opposé de son inverse est —% = —0,2.

(b) L’opposé de 0,2 est —0,2, son inverse est 5 (car 0,2-5 = 1) et 'opposé de son inverse est —5.

) 4 : 1 ) 4 . 1
(c) L’opposé de 7 est —m, son inverse est — et I'opposé de son inverse est —-.

En définissant la soustraction comme 'addition de ’opposé, on peut distribuer une multiplication
sur une soustraction.

532 —2)=5-(3z+ (~2)) =5-(32) +5-(~2) = (5-3)x — 10 = 15z — 10

Le fait qu’il y a commutativité de la multiplication, la distributivité de la multiplication sur
I’addition peut aussi se faire de droite a gauche.

(dx +5)-3=4x-3+5-3=12x + 15
On peut aussi distribuer la multiplication sur plus d’une addition.

52x—3y+4) = 5-2x—5-3y+5-4  ondistribue 5 sur chacune des composantes de
la parenthese

= (5:2)x—(5-3)y+ 20 on associe les constantes
= 10z — 15y + 20

Exemple 1.8
Réécrivez chacune des expressions suivantes en utilisant les propriétés indiquées.

(a) La commutativité de 'addition sur 3 + 5x.

(b) L’associativité de 'addition sur 4 + (3 4 5x).

(c) La distributivité de la multiplication sur ’addition sur 2 - (=10 + 3).
(d) L’associativité de la multiplication sur 3 - (—5x).

(

e) La distributivité de la multiplication sur I’addition suivie de 'associativité de la multiplica-
tion sur —5 - (2z + 3).
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(f) La commutativité de la multiplication suivie de la distributivité de la multiplication sur
laddition sur (2y + 1)(3x).

Solution :
(a) 3+5x=>5x+3
(b) 44+ (3+5z)=(4+3)+5x=7+5zx
() 2-(-104+3)=2-(-10)4+2-3=—-204+6= —
(d) 3-(=52) = (3 (=5))x = —15x
() =5-2x+3)=-5-22)+-5-3)=—(5-2)x—15=—-10x — 15
( (3

) (2y+1)(32) = (32)(2y + 1) = (32)(2y) + (32)(1)

Exemple 1.9 |
Pour chacune des égalités suivantes, nommez la propriété qui a été utilisée.

(a) 52+ (—4) = (1) + 52 @) 3+ @2+2)=5+z

(b) 3-(5+2x) =3-5+3-(2x) (e) 4+ (-4)=0 1

(c) 3-(22) = 62 (f) six#Q,(4—2m)-m:
Solution :

(a) La commutativité de I'addition
b) La distributivité de la multiplication sur I’addition
c) L’associativité de la multiplication, 3 - (2z) = (3-2) -z = 6z

(

(

(d) L’associativité de l'addition, 34+ (2+z) = (3+2)+z=5+=

(e) L’addition d’un nombre avec son opposé donne le neutre de ’addition (0)
(

f) La multiplication d’un nombre avec son inverse donne le neutre de la multiplication (1)

Attention ! Le signe moins « — » peut représenter 'opération de soustraction ou
I’addition de I’'opposé d’un nombre.

Deux signes moins « — » peuvent se trouver cote a cote dans une expression. Par exemple, lorsqu’on
distribue la multiplication du négatif —5 sur la soustraction 3x — 2 ci-dessous.

—5(3z —2) = (=5) - (3 — 2) = (=5) - (3z) — (=5) - 2 = — 15z — (—10) = —15z + 10

Dans cette derniére expression, —(—10) peut étre vu comme la soustraction de —10 ou comme
I’addition de 'opposé de —10.

—-14 -12 -10 -8 -6 —4 -2 0 2 4 6 8 410 12 14

\—/

Popposé de —10 est —(—10) = 10
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Les propriétés des négatifs sont résumées au tableau 1.5 (p. 23). Pour s’aider & les comprendre, on
peut interpréter le — qui précéde un nombre, qu’il soit positif ou négatif, comme lui faisant effectuer
une rotation de 180° autour de l'origine.

—9 est 'opposé de 9

-15 -12 -9 —6 -3 0 3 6 9 12

—(—3) = 3 est 'opposé de —3

L’addition et la multiplication sont commutatives, mais ce n’est pas le cas de la soustraction, ni de
la division.

T—2#£2—-T7 e 10+2=#£2-=10.
De plus, les notations a — b — ¢ et a + b =+ ¢ sont ambigués si on ne connait pas l'ordre de priorité
des opérations. En effet,

(T—2)—9#47—(2-9) et (10+5)+2£10=+ (5= 2).

En fait,
(7—2)—9=5-9=—-4
tandis que
T—-2-9)=7—-(-T=74+7=14
et
(10+5)+2=2+2=1
tandis que

10+(5+2)=10+25=4.

Rappel. L’ordre de priorité des opérations
Lorsqu’on effectue une suite d’opérations sur des nombres réels, on doit respecter ’ordre
de priorité suivant.

1. On commence par effectuer les opérations situées a l'intérieur des parentheses.
La barre d’une fraction, un radical ou une valeur absolue joue le réle de parentheéses.

2. On calcule ensuite les puissances (exposants).
3. On poursuit avec les multiplications et les divisions de gauche a droite.
4. On termine avec les additions et les soustractions de gauche a droite.

Lorsqu’on veut modifier cet ordre, on introduit des parentheses.

L’ordre de priorité des opérations permet de réduire le nombre de parentheses a utiliser pour écrire
une expression. Ainsi,

7T—2-9=(7-2)—9=5-9=—-4 et 10+-5+-2=(10+5)+2=2+2=1.
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Exemple 1.10
Evaluez, sans calculatrice, chacune des expressions suivantes.

(a) 7—(3-5+2) (b) 4-7—2(5-3(7+2))

Solution :

(a) On effectue d’abord les opérations a lintérieur des parentheses, - suivi de +. On termine
avec la soustraction.

7T—(3-54+2)=7—(15+2)=7—17=—10

(b) On effectue d’abord l'opération située a lintérieur des parentheéses les plus profondes.
Attention, le produit a priorité sur la soustraction, 5 — 3(9) # (5 — 3)(9).

4.7-2(5-3(7T+2) = 4-7—2(5-3(9))
—~—

——
9 27
= 4.-7-2(5-27)
———

—22

= 4-7-2(-22)

= e —

28 —44

= 28+44=172

La notation qui utilise des barres horizontales pour désigner la division (par exemple, % =1+2)
facilite le décodage de I’ordre de priorité des opérations. On appellera ce type d’écriture une écriture
verticale tandis qu’on appellera celle olt on ne retrouve que les symboles +, —, - et =, une écriture
horizontale.

Exemple 1.11
Sans effectuer les opérations, traduisez les expressions suivantes sous forme horizontale.

3(x+ 1)y (b) 1 2x

(2) 2 dr x4+ 3

Solution :

(a) On remplace la barre horizontale par le symbole de division et on introduit des parentheéses

afin de distinguer le numérateur du dénominateur.
x4+ 1y  (B(x+1)y)
= =(3 1)y) = (2
Sachant que les multiplications et les divisions ont la méme priorité et qu’elles s’effectuent
de gauche a droite, on élimine les parentheses superflues.
Bx+1y) +~2)=3x+1)y+2

3(1‘2% au lieu de W

Attention, si on avait eu , on devrait laisser les parentheéses.

W-(3(m+1)y+1)+2

(b) On introduit d’abord des parenthéses pour ensuite remplacer les barres horizontales par des
symboles de division.
1 20 (1) (2x)
4r x+3  (4x) (v +3)

=(1)+ (4z) — (2z) ~ (z + 3)
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On élimine les parentheses superflues.
(1) = (4z) — (22) = (z+3) =1+ (42) — 22 + (z + 3)

Attention, les parenthéses restantes sont nécessaires, car

1 1
l+dz=1+4-2=(1+4) 2= — —.
x x = ) x 4$#4x

Exemple 1.12 |
Sans effectuer les opérations, traduisez les expressions suivantes sous forme verticale.

(a) 2+3)+GBr+(y+1)) (¢) bx+By)— 2z +1)+(x—1)
(b) 2z +1+z—-1 (d) bz +3y—Q2z+1)+z—1
Solution :

(a) Les parentheses indiquent qu’il s’agit d’une division de fractions. L’expression (2 + 3) s’écrit

3 tandis que (5z + (y + 1)) s’écrit % Puisque les deux expressions sont divisées, on a

W

2+3)+0Gx+(y+1)=

bx
y+1

Regardez bien la longueur des barres horizontales, plus elles sont courtes, plus les fractions
sont profondément imbriquées dans I’expression.

(b) L’expression —2x + 1 +x — 1 contient 3 termes, —2x, 1 + x et —1, dont l’addition se fait en
dernier selon 'ordre de priorité des opérations.

Attention ! On appelle termes des éléments qui sont additionnés.

2z 4+1+a—1=[-2z|+[1+az|+][-1]

1
La réécriture de chaque terme mene a 'expression verticale —2x + — — 1.
x
(¢) L’expression 5z =+ (3y) — (2x+1) <+ (z — 1) contient 2 termes, 5z + (3y) et —(2z+ 1)+ (x —1).
br+ (3y) — 2+ 1)+ (@ —1) = |52+ (By)|+| -2z + 1) + (- 1)

Puisque les multiplications et les divisions s’effectuent de gauche a droite,
2z +1
x—1"

5:g+(3y):(5x)+(3y):g”y”et 2z (r—1) =

En combinant ces deux expressions, on obtient

. . Cbr 2w +1
br+ By) — 2z +1) + (= 1)_3y T

(d) L’expression 5z =+ 3y — (2z + 1) + 2 — 1 ressemble beaucoup a 5z + (3y) — 2z + 1) + (z — 1)
mais elle est différente. Les parentheéses y font pour beaucoup !
Iy a 3 termes dans 5z +~3y — 2z + 1) ~ = — 1.

Sx+3y—(2z+1)+x—1=|bx+3y +‘—(2x+1)+x‘+

Encore une fois, les multiplications et les divisions s’effectuent de gauche a droite. Ainsi,

5x+3y:5-x+3-y:((5.x)+3)_y:5:? :E"TJ.

. y 3
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La derniere égalité, 57”3 TRES MTy, résulte d’une propriété des fractions. Celles-ci seront

présentées a la section suivante.

Finalement, puisque

2 1
-2z +1)+x=— T
x
on a - .
5x+3y—(2m+1)+m—1:%_ x _1
z

Pour faciliter la lecture des expressions algébriques et rendre les simplifications plus efficaces, on
utilise habituellement une combinaison d’écritures horizontale et verticale.
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TABLEAU 1.5 — Propriétés des négatifs

Propriétés Exemples
1. (-l)a=-a (=1)dz = —4x
2. —(-a)=ua —(—=bxy) = bzy
3. (—a)b=—ab (—4)5zxy = —(4 - 5)zy = —20zy
4. a(-b) = —ab 5x(—3y) = —bx - 3y = —15xy
5. (—a)(=b)=ab (=2)(=bx) =(2-5)z = 10z
6. —(a+b)=—-a—-0> —(3x +4y) = —3x — 4y
7. —(a—b)=—-a+b=b—a —(Br —4y) = -3x+4y =4y — 3z

On suppose que a et b sont des nombres réels, des variables ou des expressions
algébriques.
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Exercices

1.15 Réécrivez chacune des expressions suivantes en utilisant les propriétés indiquées. Simplifiez
lorsque possible.

(a) L’associativité de la multiplication sur 3(6z).
b) L’associativité de 'addition sur 6z + (5 + 3).

La commutativité de la multiplication sur x - 5.

~—

(

(c
(d
(

e

= =

La distributivité de la multiplication sur I’addition sur 3(z + 2).

~—

La distributivité de la multiplication sur I’addition suivie de I'associativité de la multiplication
sur 4(2x — 5).

1.16 Pour chacune des égalités suivantes, nommez la propriété utilisée.

x-3=23x (e) 2-(b-x)=(2-5)-x

3r+0=3z () 2(v/3+5z) =23 + 102

24+ (B5+3z)=(2+5)+ 3z (g) B3:5)+(4-2)=(4-2)+(3-5H)
17z =mnx (h) V3(z+1)=(z+1)V3

A?AA
=3

o,
N2

—
-y
N |

Dites si I'affirmation suivante est vraie ou si elle est fausse. Si elle est fausse, corrigez-la.

) 3(6z) = (3-6)x = 18z illustre la commutativité de la multiplication.

b) (3z)(2y + 1) = (2y + 1)(3z) illustre la commutativité de la multiplication.
2x 4+ 3(1 + ) = 2x + 3 + 3z illustre lassociativité de 'addition.

2z 4+ 3 4 3z = 3 4 2z + 3z illustre la commutativité de ’addition.

A?AA
e s

1.18 Pour chacun des nombres suivants, donnez son opposé.

(a) 1 (b) 2/3 (c) 0,5 (d) —m (e) O

1.19 Pour chacun des nombres suivants, donnez son inverse.

(a) 1 (b) 2/3 (c) 0,5 d) —n (€) 0

1.20 Pour chacun des nombres suivants, donnez ’opposé de son inverse.

(a) 3 (b) —1 (c) 0,75 (d) —2 (e) 0,1

1.21 Evaluez, sans calculatrice, chacune des expressions suivantes.

(a) 5+ (—2) (d) 5(-3) (g) —6(10 —5) =2
(b) =549 (e) —4(=T) (h) 2(2—5) =6
(c) 9—(-5) () —(-9)=+3 (1) ((=9)—2(-3))+(3-10)
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1.22 Traduisez les expressions suivantes sous forme verticale et vérifiez chacune de vos réponses en
entrant directement I’expression donnée dans votre calculatrice, sans utiliser les modeles. Appuyez
sur [enter| et comparez ce qui est affiché & gauche de ’écran a votre traduction.

Attention ! On ne s’intéresse pas ici a la simplification de I'expression, mais plutot
a sa traduction d’une forme a l'autre.

(a) 2z +2%—4 (d) 3z +2+(3z) — 1
(b) 2z =+ (z2 —4) (e) 3x+2=+3x—1
(¢) 2y~ bz +y+1) f) A+z4+2x+8)-2+x—ax+4

1.23 Traduisez les expressions suivantes sous forme horizontale en utilisant le moins de paren-
theses possible. Vérifiez chacune de vos réponses en entrant l’expression horizontale dans votre
calculatrice, appuyez sur [enter] et comparez ce qui est affiché & gauche de 'écran & I’expression
initiale.

Attention ! On ne s’intéresse pas ici a la simplification de I’expression, mais plutot

a sa traduction d’une forme a l'autre.

() 2~y @ Xt 2
2 1 x—2

0 -1 © 5

() — M —>



26 CHAPITRE 1. LES NOTIONS DE BASE

1.4 La simplification d’une expression

Simplifier une expression consiste a écrire celle-ci de fagon plus compacte, ou dans une forme plus
révélatrice, sans en changer la valeur. En général, on écrit une expression algébrique sous sa forme la
plus simple. Cela peut dépendre du contexte et de I'utilisation qui en est faite, mais habituellement,
I’expression la plus simple est celle qui comprend le moins de composantes.

1.4.1 La réduction des termes

L’anatomie d’une expression

Dans une expression algébrique, les parties séparées les unes des autres par des additions sont
des termes. Par exemple, 5z — 9xy + 7 s’écrit 5z + (—9xy) + 7. Cette expression a donc trois
termes: dx, —9xy et 7.

Un terme formé uniquement d’un nombre s’appelle un terme constant. Dans 1’expression
5r — 9xy + 7, 7 est un terme constant.

La partie numérique d’'un terme s’appelle le coefficient du terme. Par exemple, 5 est le
coefficient du terme 5z et —9 est le coefficient du terme —9xy.

Rappel. Le coefficient d'un terme indique le nombre d’occurrences de sa partie variable
dans une somme. Par exemple, 'expression 5z signifie qu’il y a addition de 5 termes x

dx=rx+zrz+zr+z+z,
—9zy signifie qu’il s’agit de 'opposé de 9xy ou il y a addition de 9 termes xy
—ry = —(zy + vy + vy + xy + 2y + 2y + 2y + zy + oY)
et le terme constant 7 signifie qu’on additionne 7 fois le nombre 1.
T=14+1+14+1+1+1+4+1
Utiliser des coefficients permet donc d’écrire une somme de fagon plus concise. L’expression
z+zrx+rz+rt+rz+z—(zytay+zy+aytayt+ry+ay+tay+aey)+1+1+14+14+14+1+1
devient alors, sous une forme simplifiée,

5 — 9y + 7.

On dit que deux termes sont semblables lorsqu’ils ne different que par leur coefficient. Par
exemple, 3x est semblable & 8z puisque leur partie variable, x, est identique. Par contre, 5z et
—9xy ne sont pas semblables car leurs parties variables sont différentes, x n’étant pas identique
a ry.

La propriété de distributivité du tableau 1.4 (p. 16), lue de gauche a droite, peut étre utilisée pour
développer des expressions afin d’en retirer les parentheses. Par exemple,
5(x+4+1)—2(38z+2)=5x+5—6x—4.

L’expression obtenue peut alors étre simplifiée en utilisant & nouveau la distributivité, mais cette
fois en la lisant de droite a gauche, pour regrouper les termes semblables. Par exemple,

Sz +5—-6r—4=05—-6)xr+(5h—4)=—x+1
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On dit qu'une expression a été réduite lorsque des parenthéses ont été retirées et les termes
semblables ont été regroupés. Réduire fait souvent partie du processus de la simplification.

Exemple 1.13 |
Simplifiez les expressions suivantes en les réduisant, c’est-a-dire retirez les parentheses et regroupez
les termes semblables.

(a) 7—(3x+2) (¢) 4z —2(5—-3(z+2))
(b) Te+2—2x+3(x—-1)+1)—2 (d) 4z +2—(bz-3+12+3+2z—1)
Solution :

(a) 7— (3xz + 2) a deux termes.

Puisque le produit a priorité sur la somme, on 'effectue en premier. On réduit donc les
termes encadrés avant de les additionner.

= 7—3x—-2 on effectue le produit en utilisant la distributivité
de - sur +

= 7-2—-3z on commute —3x et —2

= 5—3z on regroupe les termes constants par 1’associativité
de +

(b) Il y a 3 termes dans l'expression 7z + (2 —x +3(x — 1)+ 1) — 2.

Ta]+|@ -2 +3@-1) +1)|+[=2]

Les termes 7x et —2 sont déja sous des formes simples. On doit donc réduire le terme du
centre avant de 'additionner aux autres termes.

2—2+3@-1)+1 = [2]+[z]+[3(—1)[+[1]

= 2—z+4+3zx—-3+1 on effectue le produit
= (—z+32)+(2-3+1) on regroupe les termes semblables
= 2z on réduit

Ainsi,

Tw+(2-z+3@—1)+1)-2 = [Tz]+[2—z+3@—1)+1)|+[-2]
= |[7z]|+[2z]+[-2
= (To+2x)—-2
= 9z -2

(c) Iy a deux termes dans l'expression 4z — 2(5 — 3(x + 2)).
4z —2(5 - 3(z +2)) =[4z]+|-2(5 - 3(x + 2))]

Puisque 4z est déja sous une forme simple, on doit simplifier le deuxiéme terme avant de
pouvoir ’additionner a 4zx.

Selon I'ordre de priorité des opérations, on doit d’abord effectuer les opérations a l'intérieur
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des parentheses.

dr —2(5—-3(x+2)) = 4z —2(5—3x—6) on effectue le produit qui est a 'intérieur des
parentheses
= 4z —2(—1-3x) on regroupe les termes semblables situés dans
les parentheses
= 4xr+2+4 62 on effectue le produit pour retirer les paren-
theses
= 10z 42 on regroupe les termes semblables

(d) L’expression 4z +2 — (52 -3+ 12+ 3+ 22 — 1) a deux termes, mais il y en a trois a 'intérieur

des parentheses (5z -3, 12 +3 + 2z et —1).

Attention ! Meéme si le symbole - n’apparait pas dans une expression comme
12 + 3 + 2z, il y a tout de méme une multiplication, 12 +3 +2x =12 -3+ 2 - x.

Sachant que les opérations - et =+ ont la méme priorité, elles se font de gauche a droite. Ainsi,
12+3+2-2=(12+3)+2)- 2 =(4+2) -z =2z
et

br-3+12+3+2r—1 = [bz-3|+[12+3 < 2z|+[—1]
= [5z]+[2z]+[ 1]

= 15z +2zx—1
= 17z —-1
Puisque la division est une multiplication par I’inverse, on peut simplifier le terme 4 - x + 2.
1 1
4-x+2= (4:(;)5 = (4-§)~m:2x

Ainsi,
dr+2-(52-3+12+3+20—1) = [4o+2]+|-(5z-3+12+3+ 22— 1)
= [2z]+|-(172z - 1)
= 20— 17z +1
= —1bz+1
1— 15z.
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Exercices

1.24 Dans chacune des expressions suivantes, encadrez les termes.

(a) 13z +6 (c) =T(zy + 2) (e) 3z +2+3x—1
(b) bz(—3y) — bx + 6y (d) (z+15)(z—4) ) Q+z+2+8)-2+-x—2+4

1.25 Simplifiez les expressions suivantes en les réduisant, c’est-a-dire retirez les parenthéses et
regroupez les termes semblables.

(a) (=1)(=5zy) —ay (
(b) (=7)dzy (
(¢) 5x(—3y) — bz + 6y (
(d) 1—2(—5x) (
(e) 2(3z+4)—5

(f) 2(4—32)+5e (
( (
( (
( (

j) —(Bx—2y+5)

k) 3(52) + ((2t) + (=2t)) —

) 1-(1-32)—(2—2)— 3z

m)br+1—(r—34+2x—-2)+3)—1
n) 3+5(zy—y)+z—y+2xy

g) 5(3z + 1) — 4(5z — 2) 0) 6(4z —3y) +5(y — 3x)

h) 3+5(x+1) )

i) —(=5z) )

p) 1+2 -4z — (52 — bx)
q) 3z —2(z—-5—4(x—1))
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1.4.2 La simplification de fractions

Deux fractions sont équivalentes lorsque les produits croisés sont identiques.

a C
g—g@ad—bc

Exemple 1.14 |
Julien a eu 15 sur 20 & son minitest. Cela signifie qu'il a eu 75 % ou, autrement dit, 75 sur 100.
Cette affirmation s’exprime par 1’égalité des fractions suivante.

15 75

20 100
% et % sont des fractions équivalentes et on a bien 15 - 100 = 20 - 75.

Simplifier une fraction signifie qu’on élimine les facteurs communs (les expressions qui sont
multipliées) du numérateur et du dénominateur dans le but d’obtenir une fraction équivalente dont
les composantes (numérateur et dénominateur) sont plus petites.

ka K-a a
ﬁ_ﬂ_g lorsquek:#o

Par exemple,
12 43 43 3
100 4-25 4-25 25
Les fractions 11—020 et % sont bien équivalentes, puisque 12 - 25 = 3 - 100.

Lorsqu’on multiplie deux fractions, on divise le produit des numérateurs par le produit des
dénominateurs.

a-cC

b-d

>
[SH e

Par exemple,

5 7 57T 35

3 10 3-10 30
La fraction obtenue peut alors étre simplifiée en utilisant & nouveau la propriété de multiplication
des fractions, mais cette fois, en la lisant de droite a gauche.

3 ()7 57 77
Lo .l 1.2="_
30 @ .6 H 6 6 6
Comme la multiplication d’une quantité par 1 ne change pas sa valeur, les deux fractions, % et %

sont équivalentes. Simplifier une fraction revient donc & éliminer des multiplications par 1 qui s’y
cachent.
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Procédure pour simplifier une fraction

1. On écrit le numérateur et le dénominateur comme un produit de facteurs. On dit alors
qu’on les factorise.

2. On élimine tous les facteurs qui sont communs au numérateur et dénominateur.
Lorsqu’il ne reste aucun facteur commun entre le numérateur et le dénominateur autre
que 1 et —1, on dit que la fraction est irréductible ou qu’il s’agit d’un quotient
simplifié.

Exemple 1.15
Simplifiez chaque fraction suivante pour obtenir une fraction irréductible équivalente.

24 21zy
(@) O
Solution :

(a) Pour simplifier la fraction, il faut décomposer le numérateur et le dénominateur en produits
de facteurs. On élimine ensuite les facteurs communs au numérateur et au dénominateur.

24 2-2-2-3
40 2-2-2-5

(b) En factorisant le coefficient du numérateur, on peut simpliﬁer la fraction de la facon suivante.

21 3 7 7
gwy vy v —7x pour y # 0
Y

Attention ! Par les propriétés des négatifs du tableau 1.5 et la propriété de la multiplication

de fractions ¢ -5 = 77 lu de droite a gauche, on peut placer le — devant la fraction.
= o (R ) a_( 1) a _a
b 16 1 b b b

Les propriétés des négatifs appliquées aux fractions sont résumées au tableau 1.6 a la page 32.

Exemple 1.16
Evaluez, sans calculatrice, chacune des expressions suivantes.

_ —5(17—11 4(=2)—5(—1
(2) - (b) = (0) 55
Solution :
(a) Puisque — =20 est 'opposé de =28
—16

Ceci est équivalent a utiliser la propriété 8 du tableau 1.6 et ensuite la propriété 2 du tableau
1.5, page 23, ot a =16 et b =2

ou encore, en utilisant directement la propriété 9.
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(b) La division de deux négatifs donne un positif (propriété 9):

—5(17—11)  —5(6) _ 10

-3 _—3_ (=1)-3

(c) On évalue les composantes de la fraction et ensuite on utilise la propriété 8 des négatifs.

4(—-2) —5(-1) —-8+5 -3 3
5-8 7T 7 7 |
oA . o . 2z . . NP
On pourrait étre tenté de simplifier les = de ’expression 5o méme si ce type de simplification
x
ne nous viendrait pas a ’esprit avec des nombres.
2:6 12
s 7& z
5+6 11
Dans la fraction 5 + , « est un facteur du numérateur, mais il n’est pas un facteur du dénominateur.

Il en est un terme et un terme ne peut pas étre simplifié avec un facteur.

Avant de simplifier une fraction, il est donc trés important de distinguer les termes et les facteurs
qui la composent pour pouvoir simplifier la fraction correctement.

TABLEAU 1.6 — Propriétés des négatifs, suite

Propriétés Exemples
3 —a_a _ a -3z 3z _ 3x
b b b y+1  —(y+1)  y+1
g 4__@& _ _—a_a 2 _ 2 __ -2 _ 2
b b b b —rx—y  —(r+y) x+y z+y

On suppose que a et b sont des nombres réels, des variables ou des expressions
algébriques et qu’il n’y a aucune division par 0.
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L’anatomie d’une expression, suite
Des expressions qui sont multipliées sont appelées facteurs. Par exemple, 'expression —9xy
ne comprend qu’un seul terme qui lui, comprend les trois facteurs —9, z et y.

SHORO)

Une quantité entre parentheses qui est multipliée par une autre est un facteur et ce, méme
si elle contient plusieurs termes. Par exemple, dans le terme 7(z + 1), il y a les facteurs 7 et

(x+1).
@-(=+1)

Une expression comme 5x — 9y + 7 est composée de trois termes qui sont eux, composés de

facteurs.
B @+ ®© @+ ®

— Le premier terme est 5z et il est composé des facteurs 5 et x.

— Le deuxieme terme est —9zy et il est composé des facteurs —9, x et y.

— Le troisieme terme est 7 et il est composé d’un seul facteur 7.
On peut considérer que tout terme comprend le facteur 1, mais on ne 'indique pas a moins
qu’il soit le seul élément d’un terme.

Exemple 1.17 [
Dans les expressions suivantes, encadrez les termes et, pour chacun de ces termes, encerclez ses
facteurs.

(a) 2z + 14 3(z + 2) (b) 3(x+ 1)y

Solution :

(a) L’expression 2z + 1 + 3(x + 2) est composée de trois termes

@ @+ @O+® (= +2)

—Le premier terme est 2x et il est composé des facteurs 2 et x.
—Le deuxieme terme est 1 et il est composé d’un seul facteur 1.
—Le troisiéme terme est 3(x + 2) et il est composé de deux facteurs 3 et (z + 2).

(b) L’expression 3(z + 1)y est composé d’un terme et ses facteurs sont 3, (x + 1) et y

O CD ©

Exemple 1.18
Simplifiez chaque fraction suivante pour obtenir une fraction irréductible équivalente.
6x + 12y x—2
_— b
() = (b) ——5
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Solution :

(a) Le numérateur consiste en une somme de deux termes. Si on veut pouvoir simplifier la
fraction, il faut 'exprimer comme un produit de facteurs. On constate que 6 est un facteur
commun a chaque terme du numérateur. Par la propriété de distributivité, appliquée dans
le sens inverse, on peut mettre en évidence ce facteur.

6z +12y 6-2]+[6-2-y] @@

18 18
Le numérateur étant factorisé, on peut simplifier les facteurs communs au numérateur et au
dénominateur.
6(z+2y) 6z+2y) (B) (z+2y) (z+2y)
18 - 6-3 8 3 N 3
1
(b) Lorsque x # 2,
x—2
r—2

puisque qu’une quantité non nulle divisée par elle-méme donne 1. Il s’agit en fait de la

multiplication de z — 2 par son inverse —.
T—2

Attention ! On simplifie le numérateur et le dénominateur d’une fraction seulement lorsque
ceux-ci sont factorisés et ont des facteurs communs.
On ne simplifie pas un terme avec un facteur. Par exemple, dans 1’expression

5
5+ 3z’
les 5 ne peuvent pas étre éliminés, car 5 n’est pas un facteur du dénominateur, il en est un
terme. C’est la somme 5 + 3z qui divise 5.

facteur
)

1
543z @ . + 3z

terme

(Ne se simplifie pas)

On ne simplifie pas un terme du numérateur avec un terme du dénominateur.

terme

dr+3  [4z]+3
dr+1 [4z]+1

terme

(Ne se simplifie pas)

Ici, 4z n’est pas divisé par 4z. C’est la somme 4z + 3 qui est divisée par la somme 4z + 1. 11
ne s’agit donc pas d’une multiplication par 1 qui peut étre éliminée.

Pour pouvoir simplifier une fraction, il faut s’assurer que le numérateur et le dénominateur
soient sous forme factorisée, comme dans I’expression suivante.

facteur facteur
-2 7-(x—-2) @) -(58—2) z—2
4(z+2) 7-2-(x+2) @ ® - T 2(z+2)

facteur facteur

facteur
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On sait multiplier des fractions et simplifier la fraction résultante. Qu’en est-il pour la division,
I’addition et la soustraction de fractions?

Pour diviser deux fractions, on multiplie la fraction de gauche par 'inverse de la fraction de droite.

Par exemple,
LA_5 T 5T 3
"7 3 4 3.4 12

w | ot

En général, si a, b, c et d sont des nombres réels (ou des expressions) tels que b # 0, ¢ # 0 et d # 0,

agl ad
c

~ be

.

S e
IS

Pour additionner (ou soustraire) deux fractions ayant le méme dénominateur on additionne
(ou on soustrait) les numérateurs. Le dénominateur de la fraction résultante est le dénominateur

commun aux deux fractions. Par exemple,
L4 144 5 1
373 3 3 % 373 3 33

En général, si a, b et ¢ sont des nombres réels (ou des expressions) tels que b # 0,

E_a—i—c
b b

a—c

1,
¢ b

+

_C_
;=

SallS!

a
b

Pour additionner (ou soustraire) deux fractions ayant des dénominateurs différents, on
additionne (on soustrait) des fractions équivalentes ayant le méme dénominateur. Par exemple,

1 4 1 5 4 3 . . )
—— = - === le diviseur est le produit des deux dénominateurs
3 5 3 5 5 3
1-5 3-4 o
= — — — on effectue les multiplications
35 -3
) 12
= 71 on soustrait deux fractions ayant le méme dénomi-

nateur

En général, si a, b, c et d sont des nombres réels (ou des expressions) tels que b # 0 et d # 0,
ad + bc

[ ; a ¢ ad — be
4~ bd R A bd

+

SaliES!

Les propriétés des fractions présentées dans cette section sont résumées au tableau 1.7 a la page 39.

Exemple 1.19 |
Simplifiez chaque fraction suivante pour obtenir une fraction irréductible équivalente.

30 3 x+2 3r—1 x+3

@) B € 25— () 5=~
-9 2x-1 3r—1 x+43 r+2 1-—-2x
2. f _
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Solution :

(a) On factorise le numérateur et le dénominateur et on simplifie les facteurs communs a l'aide

de la propriété 2 des fractions, % =%

30 2-3-5 235 _5

42 2-3-7 237 7
Attention ! On peut simplifier les facteurs communs, car il s’agit de la multipli-
cation par le neutre.

30_2'3~5_235_11 )
42 2:.3.7 23 7 77
(b) Puisqu’il s’agit d’'une multiplication de fractions, on utilise la propriété 3 des fractions,
$-5=gs.
-9 2z-1 -9-(2x—1) o i}
—_— = — on multiplie les numérateurs ensemble et les
5 3 5-3 dénominateurs ensemble (prop. 3)
—-3-3-(2z—-1
= 35 ( 3 ) on factorise les coefficients
~3(20 - 1) .
= — 5 on simplifie les facteurs communs (prop. 2)
3(2¢ 1) . o e
= 5 on utilise la propriété des négatifs 7* = —¢
pour mettre le — devant la fraction
(c) On utilise la propriété 4 pour diviser deux fractions, § + § = 7 - %
3., x+2 3z s L
- = = —. on transforme la division en une multiplication
z x T x+2 par U'inverse du dénominateur (prop. 4)
3z

= ———— on multiplie les fractions (prop. 3)

x(z +2)
3

= pour x # 0, on simplifie les facteurs communs

T+ 2

(prop. 2)
(d) On constate que le dénominateur est commun aux deux fractions. On utilise donc la
propriété 5, ¢ 4 £ = %€,
3r—1 z+43 3z —1)+(x+3
5 + 5 = ( )2 ( ) on additionne deux fractions ayant le méme
dénominateur (prop. 5)
3r—14+2x+3 L R
= — 5 on élimine les parentheses superflues
4z + 2 1 .
= 5 on réduit le numérateur en regroupant les
termes semblables
2(2z +1) . . .
= — on met en évidence 2 au numérateur en utili-
2 sant la propriété de distributivité de - sur +
= 2zx+1 on simplifie les facteurs communs (prop. 2)

(e) Comme en (d), les deux fractions ont le méme dénominateur. Puisqu’il s’agit d’une
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soustraction, on utilise la propriété 6, 7 — ¢ = “3<.
3r—1 z+3 Bz —1) — (z+3) , , R
5 — T = 5 on soustrait deux fractions ayant le méme
dénominateur (prop. 6)
3r—1—2—3 L .
R S— on distribue —1 sur (z + 3) et on élimine les
parentheses superflues
2¢ — 4 o i
= 5 on réduit le numérateur en regroupant les
termes semblables
2(z — 2) . . .
= T on met en évidence 2 au numérateur en utili-
sant la propriété de distributivité de - sur +
= x—2 on simplifie les facteurs communs (prop. 2)
(f) Puisque les dénominateurs sont différents, on utilise la propriété 8, ¢ — ¢ = %:lbc et non la

propriété 6.

2 1-2 2)3—-5(1-2
x; — Sx = (m+)53( z) onposea =x+2,b=5c=1-2xet
' d = 3 (prop. 8)
3z 46 -5+ 10z , ,
= 15 on développe le numérateur
13z +1
= 5 on regroupe les termes semblables

Exemple 1.20 |
Simplifiez chacune des fractions suivantes pour obtenir des fractions irréductibles équivalentes.

2 241 Lo +1
() - (b) =L - (0) F—r
v 3 72— 1
Solution :
(a) Puisque - =2+ (1 +x), 2 est divisé par la fraction 1.
) 2
I = % diviser par 1 ne change pas la valeur du numérateur
T T
2 x . . N
=11 on multiplie par I'inverse du dénominateur (prop. 4)
2.z

= = 2z on effectue le produit (prop. 3)

—_
—_
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(b) On peut s’aider en écrivant 1 comme la fraction 1.

2
r—1

+1

2 1

x—1+1

3

3
24+ (x—1)
z—1
3
rz+1
z—1
3
r+1 1
r—1 3
z+1
(x—1)-3
z+1
3(x—1)

CHAPITRE 1. LES NOTIONS DE BASE

1

diviser par 1 ne change pas la valeur du numérateur

on met au méme dénominateur (prop. 7)

on réduit le numérateur
on multiplie par I'inverse du dénominateur (prop. 4)
on effectue le produit

on utilise la commutativité de la multiplication

(c) On simplifie les composantes de la fraction avant d’inverser son dénominateur.

z+ (x —2)
z—2

3—(x—2)
T — 2
r+x—2
xr—2
3—x+2

xr—2
2 — 2

r— 2
5—x

T —2

20 —2 -2

-2 5z

(22 — 2)(&—2)
(z2—2)(5 — x)

20 -2  2(x—1)

on met au dénominateur commun (le numérateur
et le dénominateur, prop. 7)

on élimine les parentheéses par distributivité de -
sur +

on réduit les numérateurs

on multiplie par I'inverse de la fraction du dénomi-
nateur (prop. 4)

en supposant que x # 2, on simplifie le facteur
commun (x — 2) (prop. 2)

5—x 5—x

on peut présenter la solution de plus d’une fagon...
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TABLEAU 1.7 — Propriétés des fractions

Propriétés Exemples

1. fractions équivalentes

%:§<:>ad:bc f:gcar4-9:36:6'6
2. simplification
k-a a 4 2-2 2 6 2-3 2
Eb b 6 23 379 33 3
3(z+1)xy _ 3($+1)y’81$7&0
2x 2
opérations
g 4.c_uac 25_25_ 10
" b d bd 3 7 3 21
2 b5r  2-5xz 10z
3 y+1 3(y+1) 3y+3
g 8.c_ad 2.5_27_27_ 14
b d b c 37 3 5 3.5 15
2 bz 2 y+1 2y+1)
3 y+1 3 Bz 15z
b b b 3 3 3 3
S 2x+1 Sr+2r+1 Tr+1
w3y 3y 3y
6, 4_¢_a-c 5_2_5-2_3_,
b b b 3 3 3 3
52 2rx+1 5S5r—(2x+1) br—2x-1 3z-1
3y 3y 3y 3y 3y
. g_i_fzad—l-bc 5 %:5-5—1-7‘4:25—{-28:573
b d bd 7 5 7-5 35 35
57x+47y_5x‘5+7‘4y_25x+28y
7 5 7.5 35
3 g_E:ad—bc ?_%:5-5—7-4:25—28:;3:_3
b d bd 7 5 7-5 35 35 35
20 2y—3 20-5-3-(2y—3) 10z —6y+9
3 5 3-5 - 15

On suppose que a, b, ¢, d, k sont des nombres réels, des variables ou des expressions
algébriques et qu’il n’y a aucune division par 0.
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Exercices

1.26 Dans les expressions suivantes, encadrez les termes et, pour chacun de ces termes, encerclez
ses facteurs.

(a) 13246 (c¢) by +3y+9 (e) =7(zy+ 2)

(b) 4z —yz (d) 8(z+1) (f) (z+15)(z—4)

1.27 Est-ce possible d’éliminer les nombres en gras, sans changer la valeur de ’expression?
Justifiez.

2+ 24 2x 8(z—1) x—"Ty

(a) 2 (C) 2 (e) T (g) 2+ 7y
x 3z a

(b) 2? @ 3, ® 3 E 5 (b) 9b9+ 9

1.28 Si les numérateurs et dénominateurs des fractions suivantes ne sont pas compléetement
factorisés, décomposez-les en facteurs. Simplifiez ensuite les fractions.

72 24(a+1)(b+¢) 3:3:-7-(x—1)-(z—1)
a) — d
®) 5 @) —F5e+n (&) 3-(z—1)
6y 4z — 16 —z(x + 8)
(b) 22 Az =16 py —2Et8)
21y ) S0z ¥ 12 ®) Bars)
57 +5 2-5-x-z-y-y (22 +2)(3y — 3)
il i f . Yy
(c) 5(x+1) (£) 5-5-2-y-y-y (i) 12
1.29 Simplifiez les fractions suivantes, lorsque c’est possible.
28a Z r—y
=o% d
6x + 1 Tx + 14y T —y
— h
(b) 6 () 21z + Ty (b) T—y
4(a—b a+2b . 15(z+2)(x —3)
(o) Hob) (0 () =22
2b 3a +2b (z = 3)
1.30 Simplifiez les fractions suivantes. Donnez vos réponses sous forme de fractions irréductibles.
45 . -4 8 5 3
(a) 35 (i) 9 T 15 (a) 776
—350 1 3 2
(b) 980 ) g r) - - 3
3 5 1 3 7
91 09 3 ) 15~ 20
3 1 3 5
d) --2 t) (=—=)+(=-3
@ 3 o 2T © (3-7)+G3
(e)é —10 g 2 3421
5 3 (m) 2+ * (W) s
5.2 4 4 6
f) -—+= — —
0 5+3 m) =41 (V)¥—1
5 . —
(g) =+3 5 15 5-2
3 (o) - —— —5-3 _ 3
W -2+ 22 5 1 ) 5
5° 25 ®) 55 2 T3
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1.31

(a)

41

Simplifiez les fractions suivantes. Donnez vos réponses sous forme de fractions irréductibles.
2(x —1) 5 2z 1—3z bx+1
Ar—4 h) 242t _

- () 2+ () -2
62 — 3 (0 %+2x+3 (@ 5z 4+1  Sx—1
6 g 1 ! dr — 2 0 6
o 2r T L= 2 3
52(y + 2) 0) —3—+—3 () % +3
2y +4 5 2x+1
(k) = — 2 3—=x
3 A 22 &) 5+ 7%
-7 = 4—z br+4
y+1 =5 1 —
) z+2 z+2 (t) 2z _3-=z
2e—1 3 Ba+1) 2 > 6
5 5 (m) =—— -3 13
3 3 () zz— -z
20 -1 3 3z 5z 2 4
2x—1+3 (0) dx 2r —1 ( )3&0—1 3 2x+3
2 — W 2
5 5 x+1 z+1 2 5 6

Simplifiez les fractions suivantes. Donnez vos réponses sous forme de fractions irréductibles.

141 41 5 r— I
z b z (c) d) —=t8
3—1 ()8+% 4+ g1 S
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1.5 Les exposants

1.5.1 Les exposants entiers

Définition 1.3 On appelle n® puissance de a ou a puissance n, le produit de a par lui-méme n

fois.

a*=a-a-...-a oula€RetneN
—_————

a n fois

La valeur a est la base et n est ’exposant de ’expression a”.

Rappel. Comme le coefficient d’une expression indique le nombre de termes identiques dans une
somme, un exposant sert a indiquer le nombre d’occurrences de facteurs identiques dans un produit.

Par exemple,

,5115:(1711,':E£C.7}‘

Il faut bien distinguer une expression comme xy? de (zy)2. Dans le premier cas, seul le facteur y
est présent deux fois dans le produit, tandis que dans le deuxieéme, c’est xy qui est répété dans le
produit.

zy’ =z -y-y tandis que (zy)’ =2y -zy=x-z-y-y =2y’

L’exposant ne s’applique qu’au symbole qui le précede immédiatement, a moins qu’il s’agisse d’une
quantité entre parentheses. C’est pourquoi

—12 = —1, tandis que (—1)2 =(-1)(-1) =1

L’expression —12 signifie 'opposé de 12, tandis que (—1)? représente le carré de —1.

Les propriétés des exposants sont résumées au tableau 1.8 (p. 43) et sont utilisées pour simplifier des

expressions contenant des exposants. Les erreurs typiques qu’il faut a tout prix éviter sont décrites
au tableau 1.9 (p. 46).

Exemple 1.21
Déterminez lequel des symboles, = ou #, est approprié.

(a) 52-5% 7 56 (b) 53453 ? 56 (c) (4%)3 7 48

Solution :

(a) 5253 # 55, car on additionne les exposants

52 . 53 — 52"1‘3 — 55

N——

(5-5)(5-5-5)
(b) 5% + 5% #£ 5% car 5% 4+ 53 = 2. 5% = 250, on additionne deux termes (5% + 5% = 125 + 125).
(c) (42) #£48 car (4%)> =423 =45 on multiplie les exposants.
~——

(42)(42)(4%)
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TABLEAU 1.8 — Propriétés des exposants

Propriétés Exemples
1. Produit de puissances: a™ - a" = ™" 22.93 =923 = 25 = 32
2357 = 3T — g4
2. Puissance a une puissance: (a™)" = a™" (22)3 =223 =26 =64
1
—3\4 —3.4 —12
() == =17 =5
3. Produit & une puissance: (ab)”™ = a™ - b™ (—2y) = (—2)%y® = —8y°
4 tent : s b0 (2)™ — a” 3\ _ 33 _ 27
. Quotient & une puissance: si b # 0, ($)" = &= 1) =5 =&
3 3
3)° _ 3(3\°_ _3 _ 21
(-3 =12 (3) =-5=-%
m 28
5. Quotient de puissances: si a # 0, &5 = a™™" 5= 2873 = 25 = 39
3
A S NI |
oY Y T A
6. Exposant zéro:sia #0, a’ =1 7=1(-20=1,-20= -1
Aatife o —n _ 1 —3_ 1 _ 1
7. Exposant négatif: sia # 0, a™" = 57 =5 =13
£ =42=16

On suppose que a et b représentent des nombres réels ou des expressions algébriques et que m et n sont
des entiers.



44 CHAPITRE 1. LES NOTIONS DE BASE

Une expression contenant des exposants est dite simplifiée
— ¢’il n’y a pas de parentheses inutiles,
— ¢’il n’y a aucune puissance de puissance,
— si chaque base n’apparait qu’une fois,
— si les exposants sont positifs.

Exemple 1.22
Utilisez les propriétés des exposants pour simplifier les expressions suivantes.

(2) Bay’)” () 20 (© ( o )

3aty8 92,20

Solution :

(a) On utilise d’abord la propriété du produit a une puissance (prop. 3) et ensuite celle de la
puissance d’une puissance (prop. 2).
6(xy3)5 —6- 1'5 i <y3)5 — 6x5y15
(b) On utilise la propriété du produit de fractions, celle du quotient de puissances et, finalement,
la transformation de I’exposant négatif.
92%y5 9 a® 4f 8—4, 6-8 4,92 , 1 3z
Ty rsy Yy Yy

(c) On calcule d’abord 22 = 4 et on utilise le fait que v" = 1.

8u 1 - 8u~1 -
(22u2v0> - <4u2'1>

1\ 2

= <i . 1242) on réécrit comme un produit de fractions
= (2 T -2 on soustrait les exposants
= 272, (u3)72 on applique 'exposant sur le produit
= 27245 on multiplie les exposants

I s 1 Wb , o
= 22 U’ = 11 on transforme I'exposant négatif

U6
= T on écrit comme une seule fraction simplifiée

Exemple 1.23 |
Sans I'aide d’une calculatrice, déterminez lequel des trois symboles suivants est approprié :

< = >
(a) —10% ? 1076 (b) 0,253 ? 0,252 (c) 5727 7 (0,2)%"
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Solution :

(a) —10% <107©

1 1

On a que 1076 = Bien que 155 soit trés petit (un millionieme), il s’agit d'un nombre

W-
positif supérieur au nombre négatif —10° (moins un million).
(b) 0,25'3 > 0,252
Si on transforme en fractions,
T 413 T 413

4 4

02513_(1>13 113:L et 02521_<1>21_121_1

1 1
Le nombre 13 est tres petit, mais 2 I’est encore plus.

(c) 5727 =(0,2)*"
27
En effet, 5727 = (5-1)* = (%) = (0,2)%.

421 421'

45
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Erreur typique

CHAPITRE 1.

TABLEAU 1.9 — Erreurs typiques a éviter

Description de 'erreur

LES NOTIONS DE BASE

Correction

aPatsa?

3n3mX9n+m
516 4
e

(4a)*<4a’
1
37—

1 1
(CL + 3)71X5 +

3

Les exposants ne doivent pas étre multipliés,
ils doivent étre additionnés

La base commune est 3, pas 9

Les exposants ne doivent pas étre divisés, ils
doivent étre soustraits

Tous les facteurs sont au cube
Seulement I'exposant change de signe

L’exposant affecte la somme compléte
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Exercices

1.33 Lorsqu’on cherche le centre de gravité d’une section de disque plat de rayon r et d’épaisseur
uniforme, on obtient I’équation suivante pour sa position en zx,

473 2
xr = =~ — - 27 .
3 2

Simplifiez le co6té droit de I’équation pour décrire = en fonction de r sous sa forme la plus simple.

1.34 Une piéce carrée est découpée a partir d’une planche en bois rectangulaire de 10 cm x 30 cm.
On supposera que la planche est d’épaisseur uniforme.

(a) Si la piece découpée de la planche a un coté de longueur 5 cm, quelle est la mesure de la
surface (c’est-a-dire l’aire) de la planche restante ?

(b) Si la piece découpée de la planche a un c6té de longueur x cm, déterminez une expression en
termes de x pour la mesure de la surface de la planche restante. On suppose qu’on peut ne
rien découper, c’est-a-dire que x peut étre zéro.

Quelles sont les contraintes sur z 7 Exprimez les contraintes sous la forme d’un intervalle.

(c) Evaluez 'expression obtenue en (b) pour =5 cm, z = 10 cm et = 3,2 cm.

1.35 Ecrivez chacune des puissances suivantes sous forme de produits de facteurs sans exposant
et évaluez les expressions obtenues. Par exemple, 22 -5 =2-2-2.5 = 40.

(a) 32 (c) (=5)° (e) 2737 (g) —5(-2)7°
2
(b) —53 (d) 573 (f) -3 (%)
1.36  Ecrivez les puissances suivantes sous forme de produits de facteurs sans exposant. Lorsque
possible, simplifiez les expressions obtenues.
(a) (3$)2(2y)3 (b) M (c) 2 gy =3
Ty

1.37 Ecrivez chacune des expressions suivantes a 'aide de puissances. Par exemple, 5-5-5-10-10 =
53102 = 12500, (3zy)(3zy) = (3xy)? = 922%y? et 3zzarx + 1 =32* + 1.

(a) (=3)(=3)(=3)(=3) (e) 3xxxx + byyzzz
(b) ~-2.2.9 (f) 3w2x2x2y3y3y3y3
(c) %%%% (g) (1—=3x)(1—3z)(1—3z)(1—3x)
(d) 2222 (h) (z—2y)* (z—2y)* (z - 2y)°
1.38 Déterminez lequel des symboles, = ou #, est approprié.
_ 8 1

(a) —2x~1 7 2p (f) & ? 58 (1) 1—-3272 71— )
(b) 32.3% 7 95 28 3w

3.1 93 3 2 G) 37 t4+37 b3t 21
(c) 2°42° 7 4 ()5i71m2 100 2 1425
(d) (32)3 7 35 & Lz - (k) 2°%9 7 16

38 , 29 (1) 1072 ? 0,0001
(€) 53 73 (h) —— 7 -2 (m) 15,17 x 10> ? 1,517 x 106
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1.39 La masse de la Terre est estimée a 5972 000 000 000 000 000 000 000 kg et celle de Jupiter a
1,898 x 10" kg. Jupiter serait donc combien de fois plus massive que la Terre ?

1.40 Utilisez les propriétés des exposants pour simplifier les expressions suivantes.

(a) x%2? (j) 12(z5y)° 11 \2
(b) (a?)° —(ab?)~6 (p) (63:23/—4)
(c) a’aa* (k) 1 2\ 2 ( (50 _3
(d) (3a2b)*(ab)? (25y)? (a) (5> ( 2z )
(€) (a+b)%(a+ b3+ b)* O e
(f) (Bz)ty~? , 64y 'z (r) D2(b+1)4
| (m) 422 (a+ D26+ 1)
(g) (25523/4) (8yz) 5n+l 5N 1
(b) 9a™ 1 (x) (:;l:)t4 K v57ﬁ1
. Ta\ ™~ n(n 2t
(1) (3b> (O) (—3_2a)_1(—a3b_4)2 (t) %

1.41 Sans l'aide d’une calculatrice, déterminez lequel des trois symboles suivants est approprié :

< = >
(a) 2711 7 0,51t (g) 0,5% 7 0,5%
(b) (;50&)‘;;” 7 - 10" (h) (=0,5)% ? (=0,5)%
EZ)) 3—25.?22—33 (i) (=0,5)71% 7 (=0,5)7"
() (—2)25 7 (—2)33 (G) 0,572 ? 0,172
(f) 10725 7 1033 (k) =375 ? 573
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1.5.2 Les radicaux et les exposants rationnels

Définition 1.4 Une racine carrée d’un nombre réel positif a est un nombre réel b tel que
v’ = a.

La racine carrée de a, notée \/a, est la valeur positive b telle que b? = a.

Exemple 1.24
Evaluez, lorsque possible, les expressions suivantes.

(a) v100 (b) V1 () v=25 (d) —v25 (e) VO

Solution :

(a) Les racines carrées de 100 sont 10 et —10. Celle qu’on désigne par /100 est positive,

/100 = 10.
(b) 1 et —1 sont des racines carrées de 1 et /1 = 1.
(c) V=25 ¢ R, car il est impossible qu'un nombre réel, élevé au carré, soit négatif.
(d) —v/25 = —5, car /25 = 5.

Rappel. Le radical agit comme une parenthése. On doit donc 1’évaluer avant de
prendre ’opposé.

(e) 0 n’a quune seule racine carrée, v/0 = 0.

Contrairement a la racine carrée, la racine cubique d’un nombre réel est toujours définie dans les
réels.

Définition 1.5 Une racine cubique d’un nombre réel a est un nombre réel b tel que
b} =a.

Dans les réels, la racine cubique de a, notée ¥/a, est la seule valeur réelle b telle que b = a.

Exemple 1.25
Evaluez, lorsque possible, les expressions suivantes.

(a) V=27 (b) V0 (c) V125 (d) —v/—64 (e) V1
Solution :

(a) /=27 = -3, car (-3)3 = —27

(b) V0=0, car 0> =0

(c) V125 =75, car (5)3 =125

(d) /=64 = —4 et, puisqu’on veut son opposé, —/—64 = 4

(e) Vi=1,car13=1
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Définition 1.6 Dans les réels, pour n € N*, une racine n¢ d’'un nombre réel a est un nombre
réel b tel que
" = a.

Définition 1.7 Dans les réels, pour n € N*  la racine n® d’'un nombre réel a, notée {/a, est
définie selon la parité de n de la fagon suivante.
— Si n est impair et b" = a alors /a = b. Autrement dit, la racine n® de a est I'unique racine
n® réelle de a.
— Sin est pair, a > 0 et b" = a alors {/a = b ou b > 0. Autrement dit, parmi les racines n®
de a, la racine n° de a qu’on désigne par {/a est celle qui est positive.

Exemple 1.26 [
Si n est un entier impair, tout nombre réel a possede une seule racine n® dans les réels et on la

désigne par {/a.
(a) 2 est une racine cubique (racine 3¢) de 8 car 23 = 8. Puisque 2 est la seule racine cubique
de 8, on écrit 2 = /8.
(b) Puisque (—3)° = —243 et que —3 est la seule racine 5¢ de —243 dans les réels, on écrit

/=243 = —3. I

Exemple 1.27 |
Si n est un entier pair, tout nombre réel positif a possede deux racines n® réelles. C’est la racine
positive qu’on désigne par {/a. Si on veut la racine négative, on écrira — {/a.

Par exemple, le nombre 625 a deux racines 4¢ puisque 5* = 625 et (—5)* = 625. De ces deux
racines, la positive est celle qu’on désigne par v/625, c’est-a-dire v/625 = 5. La racine négative est
—v625 = —5.

Attention ! Il ne faut pas confondre v/625 avec I’ensemble des solutions possibles de
Iéquation z* = 625. La notation v/625 est réservée a la racine positive. On parle alors de
la racine 4¢ de 625 plutot que d’une racine quatrieme de 625.
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Les nombres complexes

Les affirmations de cette section sont vraies si on se limite aux nombres réels. Dans 'univers des
nombres complexes, celles-ci doivent étre nuancées. Dans I’ensemble plus large des complexes,
un nombre possede exactement n racines n¢, c¢’est-a-dire que, pour tout nombre complexe a, il
existe n nombres complexes b; tels que b} = a pour ¢ = 1,2,....n.

Par exemple, —8 n’a qu’une seule racine cubique réelle, qui est —2, mais possede trois racines
cubiques complexes, soit —2 et 1 — /3i et 1+ /3i. En effet, (—2)% = -8, (1 — v/3i)% = —8 et
(1++/3i)3 = —8. En multipliant 1 — +/3i trois fois par lui-méme et en considérant que i = —1,
on vérifie qu’il s’agit bien d’une racine cubique de —8:

(1-v3i? = (1-v3)(1-v3i)(1-V3i)
= (1-2v3i+3i%)(1 - /3i)
= (1-2v3i—3)(1-+30)
= (=2—2v3i)(1 — /3i)

= —246i2
- —2-6
= -8.

La vérification pour 1 + 1/3i se fait de la méme facon.

On aimerait bien pouvoir simplifier des expressions contenant des radicaux comme on le fait avec
celles contenant des exposants entiers. Les définitions suivantes nous le permettront.

Définition 1.8 Si {/a représente un nombre réel et n € N*, alors
Va = a'/™.
De plus, si a # 0,

Définition 1.9 Si {/a représente un nombre réel, n € N* et m € N*, alors

Toutes les propriétés des exposants décrites au tableau 1.8 (p. 43) restent valides pour les exposants
fractionnaires et sont résumées, sous leur formulation comme radicaux, au tableau 1.10 de la page 52.
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TABLEAU 1.10 — Propriétés des radicaux

Propriétés Exemples
1. /"= ya 6254 = /625 = 5, (—243)'/° = =243 = -3,

(322°)1/5 = /3225 = {/(22)° = 2z
V8x3 = (8x3)1/4

2. gm/m — (Q/&)m 75/2 — (\ﬁ>57 32/5 — (\5/5)2
V= (2412 = 24/2 = 42
3. Vab= /a¥b 48Y/2 = /48 = \/16 - 3 = V163 = 4/3

541/3 = 50 = {272 = Y72 = 332
Ve = U8y =20

§

Sl S
S

1/2
(25) 25 \F 5
1 1
rc6 f m W\f z/x
€,/—4095 _ V—40z _ V-85 ax _ F\/&'T»c: —2/5z
27 327 3 3 3

On suppose que a et b représentent des nombres réels ou des expressions algébriques, que m et n sont
des entiers positifs et que tous les radiaux sont définis dans les réels.
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Exemple 1.28
Simplifiez le plus possible les expressions suivantes.

(a) \/% (b) V27 — 3v/48 + 2/108 (c)

Solution :

V75 + /48
V3

(a) On évalue l'intérieur du radical en priorité puisqu’il agit comme des parenthéses.

V5 V5 V5

V212 Vit V20
5

on effectue les carrés et on les additionne

on factorise pour extraire le plus grand carré par-
fait possible

on applique le radical a chaque facteur

on simplifie le facteur commun

%ﬁa s

| =

Rappel. Un nombre est dit carré parfait lorsqu’il est le carré d’un nombre naturel.

(b) On factorise chacune des composantes des radicaux pour en extraire les plus grands carrés
parfaits possibles.

V27 —3V48 +2v/108 = v9-3—3V16-3+2v36-3
VOV3 — 3v16V3 + 21/36V/3
3vV3—-3-4V/3+2-6V3

= 3v3-12V3+12V3

(c) On factorise pour extraire les plus grands carrés parfaits possibles et on simplifie les facteurs
communs aux composantes du quotient.

V75 + /48 \/3-25+\/16-3:5\/§+4\/§

V3 a V3 V3
BG+4)vV3 9

Exemple 1.29 |
Dans les cours de physique de I'Ecole, on utilise souvent les identités ' suivantes.

(a) (20)2 * (4a)2 B 2\/504 (b) \/(a>12 + b2 - \/a2 3— 4b?
2

En utilisant les propriétés vues a ce chapitre, sachant que a > 0, démontrez ces identités.

iii. Une identité est une équation qui est vraie quelle que soit la valeur de la ou des variables. On y reviendra au
chapitre sur les équations.
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Solution :

(a) On simplifie d’abord l'intérieur du radical pour ensuite en extraire la racine carrée.

(2a)? + (4a)?

V4a? + 16a%  on applique les exposants sur les produits

= V20a? on regroupe les termes semblables
= V20Va? on applique I'exposant sur le produit, ici I'ex-

posant est 1/2

= v20a a > 0 donc Va2 =a

= V4-ba on factorise
V4-v5a on applique I'exposant sur le produit
= 2v5a on évalue le radical

(b) On simplifie 'intérieur du radical et on inverse la fraction.
1 1

= on applique I'exposant sur le quotient

(8)° +v TV

on met au dénominateur commun

on applique I'exposant sur le quotient

on évalue le radical

S

: ) —1
= ———  on inverse la fraction: (%) =

|

Il est souvent plus pratique de traduire les radicaux sous forme d’exposants rationnels avant de
simplifier.

Exemple 1.30 |
Simplifiez, lorsque possible, chacune des expressions suivantes. On supposera que les variables sont
positives et qu’il n’y a aucune division par 0.

(a) /12529y (b)\/ o131/
(

9z~1/3y~1/2)3

Solution :
a) On traduit d’abord les radicaux sous forme d’exposants rationnels.
On traduit d’abord 1 di f d’ ts rati 1
J/12529y6 = (5329y6)1/3 on traduit le radical en exposant
= (53)Y3(2%)V3(y%)1/3  on applique Pexposant sur les produits

5312 on multiplie les exposants
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(b) On traduit d’abord, on simplifie ensuite.

2173174 2= 1/31/4 1/2
- = on traduit le radical en exposant
(gx—1/3y—1/2)3 32 -1/3 —1/2)

on multiplie les exposants
3bx—1y 3/ 2 P P

22/3 7/4
on soustrait les exposants

( —1/3 yl/4 1/2

(x2/3 7/4y1/2

= on applique I’exposant sur le quotient

(36)1/2
@) - |
= 39! 7o on applique I'exposant sur le produit
2 1/3y7/8
= a3 on multiplie les exposants
B 2 1/3y7/8 R 87 . .
= 5 = o7 on traduit en radicaux

95

~1/3,/1/4 1/2
. , ) .
1 /3 ( — /2)3 on applique I’exposant sur les produits

Attention ! Soit n € N*,

va® =a sin est impair
Va™ = la| sin est pair

Pour que la simplification Va2 = ($2)1/ 2 — 32/2 — g soit valide, z doit étre positif. Par
exemple, en posant x = 5, on trouve bien V52 = 5 mais ce n’est pas le cas lorsque x = —7,

—x sixz<O0.

Remarquez bien le début la définition 1.9 (p. 51) ou l'on stipule que /a doit étre un
nombre réel pour que

(\n/&)m _ am/n

Or, /x est un nombre réel seulement lorsque z est positif ou nul.
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Exercices

Attention ! Les exercices de cette section doivent étre faits sans calculatrice.

1.42 Simplifiez, lorsque possible, chacune des expressions suivantes.

) V32 ++/18

%
—_
—
(N
~—
a
[en}

le}
~
[\

(
( (k) /2% 14v/2
(3) 3:?35 () V8I-10-2 (t) 6V5+4v5+35v5
Ee)) 0,25 (m) % (u) \/E-i-\/g
—V2 (n) v3Z+92 5V2
Ef)) 5\/?732 () V143 /(1) | a-2
(i) Y138 (p) V5 — 47 @ {(z) +3
(
(i (

=
~—

\/§+4\/>_ \/g 1 3 3 1 2

V75 — 2T W)/ (5) + (%)

1.43 Effectuez les multiplications suivantes et simplifiez. On suppose ici que b est un valeur
positive.

(a) (3++/5)(2—5) (b) (2+v2)(2-V2) (¢) (a+3Vb)(a—2V0)

—

1.44 Rationalisez le dénominateur de chacune des expressions suivantes.

Attention ! Rationaliser un dénominateur signifie réécrire une expression de
telle sorte qu’il n’y ait plus de radical au dénominateur.

1 V3
V5

1.45 En utilisant les propriétés vues a ce chapitre, sachant que a > 0, démontrez les identités
utilisées en physique suivantes.

a 1

3 (c)

Sl

1
(a) 7 (b)

(a) (a2)3/2 =2 © (;:>2+ <;)2 _ % _ \/2§a
(b) (;)2 +a2 = ‘/25“ (d) Cﬁf2+ 2 - \/a2a+452

1.46 Traduisez chacune des expressions suivantes sous forme de radicaux.

(a) x2/3 (c) 5ax~%/3 (e) 4ay2/3
(b) 5z2/3 (d) —4z2/3 (f) —202/3y~5/3

1.47 Traduisez chacune des expressions suivantes en termes de puissances et simplifiez. On

suppose que les variables sont strictement positives.
(a) /2522y (b) 725025 @ ¢ 642
= c

53

@) VT
93 3Va?
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1.48 Simplifiez, lorsque possible, chacune des expressions suivantes. On suppose que les variables
sont positives et qu’il n’y a aucune division par 0.

(a) 272/3/ ( ) \/ (n) x1/3.x1/2 (I‘) %<x2+6)—1/2_2x
b) 3273/5 64220 —3/2
) 3/2 W 565 (o) L~ (s) (5z'/2)(72%/%)
(c) =9 G) V2z2{/16x al/4 39.5/3
-1/3
Ed)) ? 4/)3/2 (6 vaz/E0 ) (364/5 )1/2 ©) Tgo71
e) (— 3/2 b /3
(f) 40— 41 () (25> y i (u) (1252%°%)"/3
3/2 16 41/251/4 (252%2y ")
9\%/ 2/5 () —s7e (V) ——————
@ (%) (m) (~32) V 175275 520y 1
1.49 Sans l'aide d’une calculatrice, déterminez lequel des trois symboles suivants est approprié :
< = >
(a) 10%/5 7 72/5 (b) 1072/5 2 772/5 (c) 0,57%/% 7 0,17%/°

1.50 Simplifiez, lorsque possible, chacune des expressions suivantes. Donnez vos réponses sous
forme de radicaux. On suppose que les variables sont positives et qu’il n’y a aucune division par 0.

1 Vi7 b Jo 02 L 2(x +y)
(o) o= @ = 0 {5 W VT
(b) V5(V5)3(v5) /3 T2y a+b
(c) /1627 © ®) T

1.51 Les expressions suivantes sont obtenues & l'aide des formules et des régles de dérivation
que vous verrez dans le cours de calcul différentiel. Simplifiez chacune des expressions suivantes et
donnez la réponse sous forme d’une seule fraction simplifiée.

(a) —5(6z—1)"4/2.6

(b) (522 + 22)"1/2(10z + 2)

2z —-1)Y2—z-1. (20 -1)71/2.2
20— 1

(c) *
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1.6 Les outils graphiques

On peut penser a une expression algébrique comme a une suite d’instructions, suivant ’ordre de
priorité des opérations, qui nous dit comment obtenir sa valeur lorsqu’on connait les valeurs de ses
variables. Par exemple, lorsqu’on évalue I'expression & une variable 322 — 1 en 2 = 2 on obtient

322 -1 =3(2°-1=3-4-1=12—-1=11.

=2
Si on désigne par f(z) (on dit « f de z ») la fonction qui prend ce qu’on lui donne, z, le met au carré,
multiplie ce résultat par 3 et ensuite enléve 1, on écrira f(x) = 322 — 1 (« f de x égale 322 — 1 »)
et, dans le cas particulier ot on évalue la fonction en x = 2, f(2) = 11 (« f de 2 égale 11 »). Les
rapports entre f, la « machine » mathématique, z, la valeur en laquelle on I’évalue, et y, le résultat
de cette évaluation, sont illustrés ci-dessous.

r ——> —y 2 — —> 11

Une fonction & une seule variable se présente aussi sous la forme d’un graphe dans le plan cartésien.

Le plan cartésien est un systéme de coordonnées rectangulaires qui est formé par deux
droites réelles perpendiculaires, une horizontale et ’autre verticale, qui se coupent & leur origine. A
chaque point du plan, on associe ses coordonnées, c¢’est-a-dire une paire ordonnée (a; b) déterminée
en abaissant a partir du point une perpendiculaire a I’axe des x et une autre qui soit perpendiculaire
a l'axe des y. La coordonnée a est dite ’abscisse du point et la coordonnée b est dite ’'ordonnée
du point.

Exemple 1.31
Le point de coordonnées (5;2) est d’abscisse 5 et d’ordonnée 2 et est situé 5 unités a droite de 'axe
des y et 2 unités en haut de 'axe des x tandis que le point (—2; —1) est d’abscisse —2 et d’ordonnée
—1 et est situé 2 unités a gauche de ’axe des y et 1 unité en bas de I'axe des =x.

-2

|

|

, —

ERCD) AN 5
origine

R

Exemple 1.32 |
Tracez le graphe de la fonction f(x) = 4 — 22 en utilisant pour x les entiers entre —3 et 3.
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Solution :

On calcule la valeur y obtenue en évaluant f(x) a chacune des valeurs entiéres de = entre —3 et
3. On place ensuite les couples trouvés dans le plan cartésien et on relie les points par une courbe
lisse.

Y

e |ly=4-2*| (z;9)

3 5 (-3 -5)

-2 0 (—2;0)

—1 3 (—1;3) T
0 4 (0;4)

1 3 (1;3)

2 0 (2;0)

3 =5 (3;—5)

Les calculatrices ou les logiciels dits graphiques sont des outils puissants qui génerent rapidement
des graphiques et fonctionnent essentiellement de la méme fagon que ce qu’on a fait a 'exemple
précédent, mais ils utilisent beaucoup plus de points !

Les graphiques suivants ont été obtenus a ’aide du logiciel TT Nspire CX CAS.

6.67 1 ¥ 6.67 1 v 4.5y
fl (x):4—x 2 fl (x) :4—:(2 fl (‘t) =4—x"

]

3 / 1 5
“6.67 ~6.67 /' -1.5

La fenétre du graphique de gauche est celle dite standard sur ce logiciel ; les valeurs de ’abscisse
vont de —10 & 10, z € [—10;10], et celles de I'ordonnée de —6,67 & 6,67, y € [—6,67;6,67]. Les deux
axes ont des graduations aux entiers.

On peut choisir sa fenétre graphique. Par exemple, dans 'image du centre z € [—5;5] et les
graduations sont aux multiples de 0,2 tandis que dans 'image de droite, x € [—3;5] et y € [—1,5;4,5]
et les graduations sont aux unités en abscisse et aux multiples de 2 en ordonnée.

Comme le graphe de la fonction f(x) = 4 — 2?2 dépassera tout support matériel sur lequel on voudra
le tracer, on se satisfera d’une fenétre graphique qui donne une bonne idée du comportement de la
courbe.

Un zéro d’une fonction désigne une valeur de ’abscisse « pour laquelle son ordonnée y est 0.
Graphiquement, les zéros d’une fonction & une variable correspondent aux abscisses des points
d’intersection de son graphe avec 'axe des . L’ordonnée a ’origine du graphe d’une fonction
désigne la valeur de I'ordonnée y lorsque 'abscisse  vaut 0. Graphiquement, 'ordonnée a ’origine
d’une fonction & une variable correspond a l'ordonnée du point d’intersection de son graphe avec
I’axe des y.
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Exemple 1.33
Déterminez les zéros et I'ordonnée & l'origine de la fonction f(x) = 4 — 2.

Solution :
Les zéros sont —2 et 2 tandis que 'ordonnée a 'origine est 4.

Y ordonnée a lorigine: 4

zéro: —2 zéro: 2
\ .1 /
—t + + —t x
1 2 3 4

Exemple 1.34 |
Le cotit de la consommation d’hydroélectricité est représentée au graphique suivant ou x désigne la
consommation d’électricité dans une journée (en kWh) et y est le colit qui lui est associé (en ¢).

y (c)
600 7
550 /'
500
450 /
400
350 /
300
250 7

pd
200
//’

150 4
100
50

z (kWh)

10 20 30 40 50 60 70 80

Répondez aux questions suivantes a ’aide du graphique.

(a) Quelle est I'ordonnée a l'origine de la courbe? A quoi correspond cette valeur dans le
contexte ?

(b) Si le compte d’hydro indique 5,00 $ pour la journée, quelle a été la consommation
d’hydroélectricité durant cette journée ? Sur une reproduction du graphique ci-dessus, donnez
une interprétation de votre réponse.

Solution :
(a) L’ordonnée a 'origine de la courbe est environ 40. Cette valeur correspond au coiit de base

du service, soit 40 ¢ par jour.

(b) Si le compte d’hydro indique 5,00 $§ = 500 ¢ pour la journée, la consommation d’hydroélec-
tricité est environ 63 kWh cette journée. D’un point de vue graphique ceci signifie que pour
une ordonnée de 500, I’abscisse du point sur la courbe est environ 63.
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y (c)

600

550
500

450

400

350

300

250

200

150
100

50 Y

10

20

30

40 50

60

70

80

z (kWh)

61
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Exercices

1.52  Situez les points (—1;3), (4;—1), (%;2) et (—4;—3) dans le plan cartésien.

1.53 Tracez le graphe de la fonction f(z) = 2z — 3 en utilisant pour z les entiers entre —3 et 3.
Déterminez son ordonnée a l’origine et ses zéros.

1.54 Faites tracer le graphe de la fonction obtenue & l'exercice 1.34 (b) dans une fenétre ou
xr € [—20;20] et y € [—25;325]. A quoi correspondent les valeurs trouvées a ’exercice 1.34 (c) sur
ce graphique ?

1.55 Un objet est lancé verticalement vers le haut. Sa hauteur & (en meétres) mesurée a partir du
sol, t secondes apres avoir été lancé, est modélisée a ’exercice 1.13 par

h = —4,9t* + 30t + 2.

Faites tracer le graphe de la fonction h dans une fenétre ou t € [0;7] et h € [0;50] et servez-vous de
celui-ci pour répondre aux questions suivantes.

(a) Dans ce contexte, a quoi correspond l'ordonnée a 'origine de la fonction A ?

(b) Dans ce contexte, a quoi correspond le zéro de la fonction h?

1.56 Pour traduire une température de x °C a celle correspondante en Fahrenheit y °F, on utilise
la relation

9
= - 32.
Y 5:U—|—

(a) Lorsqu’il fait 20 °C, que fait-il en Fahrenheit ?
Faites tracer le graphe de cette fonction dans une fenétre ot € [—30;30] et y € [—15;100].
A quoi la valeur calculée correspond-elle sur le graphique ? Illustrez.

(b) Déterminez la valeur de 'ordonnée a ’origine. Dans ce contexte, & quoi correspond-elle 7

(¢) On dit que I'idéal est de fixer la température de son congélateur a 0 °F. A quoi cette valeur
correspond-elle en °C? A quoi correspond-elle sur le graphique 7 Illustrez.
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Musculation algébrique

Les exercices qui suivent viennent bonifier ceux du texte. Ce sont des exercices de nature algébrique
de type drill (méthode d’entrainement basée sur la réalisation répétitive d’un méme type d’exercices)
sur le theme de la simplification.

Attention ! Dans les exercices qui suivent, on suppose que les variables
sont positives et qu’il n’y a aucune division par 0.

1.57 Simplifiez les fractions suivantes. Donnez vos réponses sous forme de fractions irréductibles.

da—5 5a 27t—6) 2 Tt—6 z+4 2z +4)
a - h) ——x — + —— -
@) =+ B == e R
a 2 L ry(2—=x
b) g+ 35 (i) —F—= _) ()87:75.1’—3.3
(¢) —— — + . 7z+1 b—z2 «x
6a 100 ' 30ab 0) —3— 5 3 @ -2 3
(d) 3cx+y Yy K x4+ 4 R
T 2x (k) 3z + 12 y
() z(3z — 2) 0 r—4 2 (r) 32z - e
6z —4 5r+20 z+4 Cors s
(0 -T2 —5a () —
3(a+4) a+4 (m) 3 (2a) 3yz 3yz
r+4  xtd Tz | 22z xy 30z +24 8
®) 3—y 9-3y =) 10y ~ 5y 4 t) —— 3
1.58 Simplifiez les expressions suivantes.
(a) (a'95)° . (a20p~2)° Wy 9 (a+ )7 160>
22 () (a+b)~> (0) 4ab3
—92 —
(b) 75 - (82) (i) (ab)(ab)? L
o 1 () (abt)t(a!) ! (afom)™
¢ T9pT (Tz3y)? (@) (52") 3)2
k (y~=)
3 (k)
(@) 64(zyz) x3y3 253y~2 4
8xz 3 _221 274 (I‘) 9—2,4,3 ’ 8( y)2
(e) (ath?) O VR T Y
—2 2 -1
AN <3 /45 a7 (5) (7> r
() wiE ) (e

—2 2
3 x o [5ab7° o 20 (x\?
(8) -6 ((332)3) (n) 5 2a2 (©) (3 3 \2) "
1.59 Simplifiez les expressions suivantes.

@ (5 () o (7))

3 ,-151 35
(b) Ja™/*za £6/4,4/6 62

(c) —ab-(—ab?)1/3 (©) = T @xap
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5(253:3y5)_1/2
0 54(a + 2b)~2/3
V790 + 26)3/4

22y —2/3
© (75)

(1) (a‘2b3)l/2(a_1b2/3c)

64 23 1/3
(m) <u5x3)
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(m) (3%(ab)=4/%) (3-%ab)

(0) (a_2/syl/2)1/4
a—3p3/4

(p) W

(q) (3abe)(9a"b~ 0)1/2
(:1:1/3 —1/3)

() (a 265)1/5( 2/5b )
(t) (( 2)%y- %2/7)7/2

“Rr 2y 7



Chapitre 2

Les polynomes et les fractions rationnelles

2.1 Les polynomes

Définition 2.1 Un monéme est une expression algébrique a un seul terme formée du produit
d’une constante avec une ou plusieurs variables ou chacune des variables est affectée d’un exposant
naturel (N). Le degré d’un mondéme est la somme des exposants de ses variables.
Cas particuliers:

— Si le mondme est une constante non nulle, son degré est 0.

— Si le mondme est la constante 0, son degré est indéfini. En effet, puisque

0=0-2=0-22=0-2°= ...

on ne peut pas définir son degré.

Exemple 2.1
Parmi les expressions suivantes, identifiez celles qui sont des mondémes. Lorsqu’il s’agit d’'un mondme,
déterminez ses variables, son coefficient et son degré.

(a) 5a3y%2 (b) —/32? (c) —15 (d) 5axdyl/2272 (e) 12 — 5x?%y

Solution :

(a) 523y%z est un monodme & 3 variables, z, y et z. Son coefficient est 5 et son degré est 6.

(b) —v/32? est un mondme & une seule variable, z, dont le coefficient est —/3 et le degré est 2.
(c) —15 est un mondéme constant, son degré est 0.
(

d) 5x3y1/ 2272 n’est pas un monodéme car les exposants de ses variables ne sont pas tous des
entiers positifs, % ZNet —2¢&N.

(e) 12 — 522y n’est pas un mondme car il est formé de deux termes: un monéme constant et un
mondme de degré 3.

Définition 2.2 Un polyn6éme est une expression algébrique formée d’une somme finie de
monomes. En particulier, un bindme est un polynéme composé de deux termes et un triné6me
est un polynéme composé de trois termes.

65
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Le polynéme x + 2xy — 322y — y? 4+ 12 est & deux variables, x et y, et il s’écrit comme la somme
x + 22y + (=32%y) + (—y°) + 12,
Il contient 5 termes, 1 est le coefficient du terme en x, 2 est le coefficient du terme en zy, —3 est le

coefficient du terme en z%y, —1 est le coefficient du terme en y? et 12 est son terme constant.

Définition 2.3 Le degré d’un polynoéme est le plus grand des degrés de ses termes.

Exemple 2.2
Parmi les expressions suivantes, identifiez celles qui sont des polynémes. Lorsqu’il s’agit d’un
polynome, déterminez son degré.

(a) 7o — 225 +1 (c) VTz —2 () %+5
x
(b) 523/ 4 3212 — 4 (d) 12 — 3z%y (f) = — 323y +12
Solution :

(a) Tz3 —22° 4 1 est un polyndme (trinome) de degré 5.

(b) 523/2 4+ 321/2 — 4 n’est pas un polyndme car certains des exposants de ses variables ne sont
pas des nombres naturels, 3/2 ¢ Net 1/2 ¢ N.

(c) V7x — 2 est un polyndéme (binéme) de degré 1.
Attention ! L’expression 7z — 2 n’est pas équivalente & v/7x — 2 car
V7z = (71)Y2z tandis que vT7z = (72)Y/2? = 72212 = /7212,
Ainsi /7z — 2 est un polynéme mais v/7x — 2 ne l'est pas.
(d) 12 — 322y est un polyndéme (bindéme) de degré 3.
(e) % +5 = 3272+ 5 n’est pas un polynéme car l'exposant de x est négatif, —2 ¢ N.

(f) =— %m3y4 + 12 est un polynéme de degré 7.

Exemple 2.3 |
La mesure de la surface (l'aire) A et le volume V' d’une sphere de rayon r sont donnés par les
mondmes & une variable r suivants.

4

A=drr® et V= §7r7“3.

(a) Quel est le degré du monoéme en r qui calcule laire de la sphére? Celui du volume de la
sphere 7
(b) Déterminez la mesure de la surface d’une sphere de rayon 5 cm.

(c) Le Kin-Ball est un sport collectif créé au Québec, développé par la compagnie Omnikin a la
fin des années 1980. Le jeu se pratique avec un grand ballon sphérique de 1,02 m de diameétre.
Quel est son volume ?
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Solution :

(a) A =4nr? est de degré 2, tandis que V = %m*?’ est de degré 3.
(b) L’aire d’une sphere de 5 cm de rayon est

4 =47 - (5 cm)? = 47 - 52 cm? = 1007 cm? =~ 314,2 cm?.

r=>5 cm

1,02
2

(c¢) Le rayon du ballon est = 0,51 m. Son volume est alors
4
i

4 4
3 = —7-(0,51 m)® = 37 0,51° m® ~ 0,56 m°.

r=051m 3
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Exercices

2.1 L’aire totale de la surface A et le volume V' d’un cube dont I’aréte mesure ¢ unités de longueur
sont donnés par les formules
A=6c et V=¢
(a) Quel est le degré du mondme en ¢ qui calcule l'aire du cube ? celui du volume du cube ?
(b) Déterminez ’aire totale et le volume intérieur d’un cube dont l’aréte mesure 10 cm.

(¢c) En général, si on double la valeur ¢, est-ce que la surface du cube double elle aussi ? Qu’en
est-il pour le volume ?

2.2 L’aire de la surface latérale A et le volume intérieur V' d’un cylindre droit de rayon r unités
et de hauteur h unités sont donnés par les formules

A=2xrh et V =mr’h.

(a) Quel est le degré du mondme en les variables r et h qui calcule I'aire de la surface latérale du
cylindre ? celui du volume du cylindre ?

(b) Déterminez l'aire de la surface latérale et le volume intérieur d’un cylindre droit de rayon
4 cm et de hauteur 9 cm.

(¢) Trouvez les dimensions de 3 contenants cylindriques différents ayant 497 cm?® de volume. Dans
chacun de ces cas, calculez l'aire de leur surface latérale.

(d) Trouvez les dimensions d’un contenant cylindrique ayant 100 m?® de volume. Calculez ensuite
laire de sa surface latérale.

2.3 On consideére le tube cylindrique' dont les dimensions sont indiquées sur la figure 2.1 ci-
dessous. Précisons que r correspond a son rayon moyen.

(a) Si la paroi latérale a Az cm d’épaisseur, déterminez un polynoéme a trois variables (r, h et
Az) donnant le volume de matériau nécessaire a la construction de la paroi latérale du tube.

(b) Quel sera le volume de matériau nécessaire a la construction du tube si son rayon moyen est
4 cm, sa hauteur 9 cm et son épaisseur 1 mm 7

FIGURE 2.1 — Tube d’axe vertical et ses dimensions.

i. Image tirée des notes de cours de MAT-145, partie 2
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2.4 Parmi les expressions suivantes, lesquelles sont des polyndémes? Si une expression est
polynomiale, déterminez son degré.

(a) 523 — 225 + 52 —1 (d) 3u* +u +1 (g) 223 —\5x
2
(b) 223/2 — 5z © 3,2 1 (h) Bay — 1+ 22°y* — 4
3r 2x—-1 5 r 2?2 a3 o V222 — xyP + 22
€ 4y ——3*+3 (f) 7 (i) 3

2.5  Soit le polynéme & une variable P(z) = 1 — 2x + 2° + 2z3.
Rappel. La notation P(z) se lit P de x. Par exemple, P(—1) signifie qu’on
évalue le polynéme en x = —1,

P(-1)=1-2z+2°+ 227 |;——1 .

a) Combien de termes comporte-t-il ?

=3
~—

Quel est son degré?
Quel est son terme constant ? A quoi correspond cette valeur sur le graphe de la fonction P(z) ?

ET

Quel est le coeflicient de z ?
Quel est le coefficient du terme de degré 37

—
S—

Quel est le coefficient du terme de degré 47
Evaluez ce polyndme en z = —1.

TE®

Evaluez P(—2). A quoi correspond cette valeur sur le graphe de la fonction P(z)?
Evaluez P(t).

N N N N N N N /S
)
~

2.6  Soit le polynéme & trois variables P(x;y; z) = 3zy%z — 2022 + 5y + o — 2.

Attention ! La notation P(x;y; z) selit P de x, y et z. Par exemple, P(—1;2; 3)
signifie qu’on évalue le polynéme en z = —1, y = 2 et 2 = 3,

P(—1;2;3) = 32y°2 — 22°2 + 59° + & — 2 |p=—1 y=2 23 -

a) Combien de termes comporte-t-il ?

=3
~—

Quel est son degré?

o
~—

Quel est son terme constant 7
Evaluez P(—1;2;3)

e) Evaluez P(1;2a;—1)

Evaluez P(z;2x; —x)

~ N N N /S
(oW
~—

—
S~—
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2.2 Les opérations sur les polynémes

Les opérations qu’on effectue avec des nombres réels se font aussi avec les polynémes. Qu’on les
additionne, les soustraie ou les multiplie, on obtient & nouveaux des polynoémes.

2.2.1 L’addition et la soustraction

Rappelons que deux termes sont dits semblables lorsqu’ils ne different que par leurs coefficients.
Par exemple, dans le polynéme 3zy? —42?y—42? —5zy? —1, les termes 3xy? et —52y? sont semblables
tandis que les termes —4z2y et —4z? ne le sont pas.

Pour additionner ou soustraire des polynémes, on regroupe leurs termes semblables. Par exemple,
on peut regrouper les monémes —5x> et 723 en utilisant la distributivité de la multiplication sur
I'addition du tableau 1.4 (p. 16) mais cette fois, de droite & gauche.

523 + 723 = (=5 4 T)a® = 223
De méme, pour les mondmes 3zy? et —5zy?, on regroupe comme suit.

3zy? — bxy® = (3 — 5)xy? = —2xy>

Exemple 2.4
Effectuez les opérations suivantes.
(a) (42 +52% — x4+ 2) + (1223 — 322 + 5z — 1)
x° 4+ ox* —x +2) — (122° — 32° 4 o —
b) (423 + ba? 2) — (1223 — 322 + 5z — 1
(¢) (3zy? —day — 42% —5) + (vy® + 2y — 1)
(d) (3zy? — day — 42% —5) — (vy® + 2y — 1)

Solution :
(a) On retire les parentheses superflues et on regroupe les termes semblables
(423 + 52 — 2 4+ 2) + (122° — 32 + 5z — 1)
= 42° + 5% —x+2+122° — 322 + 5z — 1
= @4+12)23 +(5-3)2* + (-1+5)z+(2-1)
= 162° + 222 + 4z +1
(b) On distribue —1 sur la deuxiéme parenthese et on regroupe les termes semblables.
(423 4 522 — 2 4 2) — (122° — 322 + 5z — 1)
= (4a® 4522 —x+2)—1-(1223 — 32% + 5z — 1)
= 42’ + 507 —x+2—122° + 322 — bz + 1
= 4-12)23 + (5+3)2?+ (-1 -5z +(2+1)
—82% + 82 — 6z + 3
(c) On retire les parentheses superflues et on regroupe les termes semblables
(3zy? — 4oy — 42® — 5) + (zy® + 2y — 1)
= B+ Dxy® + (—4+ Day — 42> + (=5 1)
= day® —3zy—42% — 6
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(d) On distribue —1 sur la deuxiéme parenthése et on regroupe les termes semblables.
(3zy? — dzy — 42> — 5) — (zy® + 2y — 1)
= 3-1ay®+ (-4 — Doy —42® + (=5 +1)
= 2xy2 — dxry — 4% — 4
Une méthode plus conviviale pour effectuer ces opérations consiste & utiliser une écriture verticale,

ol les termes semblables sont alignés par colonne. Ainsi la somme et la différence de 423 + 522 — 2 +2
et 1223 — 322 4+ 5z — 1 s’écrivent

(42® + 522 — x + 2) (42 + 522 — x + 2)
+ (1223 — 322 + 5z — 1) — (1222 — 32 + 5z — 1)
1623 + 222 + 42 + 1 —8x3 + 87 — 6xr + 3

et celles de 3zy? — dxy — 422 — 5 et 2y? + zy — 1 s’écrivent

(Bzy?> — 4daxy — 42 — 5) (Bzy?> — 4daxy — 42 — 5)
+ (2w + ay ~- 1) — (x? + wy - 1
dry?  — 3wy — 427 — 6) 2ry? — bry — 4x? —

2.2.2 La multiplication
Pour multiplier deux mondémes, on utilise la commutativité et I’associativité de la multiplication
et les propriétés des exposants. Par exemple,
(—62°y) (52°y®) = (=6 - 5)(z°2?) (yy*) = (—30)x"2y' T3 = —30a5y".
Pour multiplier un mondéme par un polynéme, on doit aussi utiliser la distributivité de la
multiplication sur I’addition. Par exemple,
3z%y(z + 22y — 1) = 32%y(z) + 32%y(2zy) + 322y(—1) on distribue 322y sur = + 2zy — 1
= 323y + 623y? — 322y, on simplifie

Pour multiplier deux polynémes, c¢’est simplement un peu plus long.

Exemple 2.5
Effectuez les opérations suivantes et simplifiez.

(a) (42 + 3oy? +2) - (3a2y — 5y?) (b) (2% — 42 +5) - (22 +3)
Solution :

(a) La multiplication étant commutative, on peut distribuer la somme de gauche sur celle de
droite ou celle de droite sur celle de gauche. Dans ce cas, on distribue 3z%y — 5y? sur
423 4 3xy? + 2 et on simplifie.

(42> + 3xy® + 2) - (32%y — 5y°)
= (42°)(32%y — 5y%) + (3zy”) - 32y — 5y”) + 2 (32°y — 5y?)
= 423(32%y) + 423(=5y?) + 32> (32%y) + 3zy>(—5y?) + 2(322y) + 2(—51?)
= 122%y — 2023y? + 923y — 15xy* + 622y — 10y°

(b) Ici, on distribue 22 — 42 + 5 sur 2z + 3, on simplifie chacun des monémes et on regroupe les
termes semblables.
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(22 — 42 +5)(2r+3) = (22 —4x+5)(27) + (22 — 42+ 5)(3)
22 (2z) — 42 (22) + 5(22) + 22(3) — 42(3) + 5(3)
223 — 822 + 107 + 322 — 122 + 15
= 223 -5z -2z +15
Pour effectuer la multiplication de polynémes, on peut aussi profiter de ’écriture verticale.

22 — 4 + 5
X 2¢ + 3
225 — 827 + 10z =2r- (2% — 4z +5)
+ 322 — 12¢ + 15 =3 (22 —42+5)
203 — bx? — 22 + 15 on regroupe les termes semblables

Il est d’usage de présenter les termes d’'un polyndéme a une variable en ordre décroissant de leurs
degrés. On dira qu’un polynéme est simplifié s’il a été développé et que ses termes semblables,
une fois regroupés, sont présentés en ordre décroissant de leur degré.

Exemple 2.6
Si x est une longueur en cm, exprimez l’aire de la partie ombragée de la figure suivante comme un
polyndéme simplifié.

4dr + 5

2z + 1 S5z —1

Solution :
L’aire de la partie ombragée peut étre obtenue en calculant 'aire du grand rectangle moins I’aire
du petit. On développe ensuite.

4z +5) - 2z+1)—x- (bz —1)
= (822 + 10z + 4z +5) — (5ba® — ) on effectue les produits
(
= (822 +14x +5) — (522 — ) on regroupe les termes semblables
= 822+ 1dx+5 -5’4 on élimine les parentheéses
= 3224+ 152 +5 on regroupe les termes semblables
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Exercices

2.7 Effectuez les opérations suivantes et simplifiez.
(a) (322 — 4z +2) + (5x? — 32 + 3)

(b) (5z* +4a? — 22 +3) — (223 — 52? + 1 — 1)

(c) (Bwy — 2z + 4y* +12) — (52%y — 2xy +y — 3y?)

(d) Bzx(y—1)+2y(z+ )] +z(z+1) —

2.8 Des balles identiques sont lancées dans les airs sur Terre et sur la Lune a une vitesse de 20 m/s
a partir d’une hauteur de 2 m du sol. On peut obtenir une bonne approximation de la hauteur des
balles ¢ secondes aprés qu’elles ont été lancées a ’aide des expressions polynomiales suivantes.

Rrerre = —4,9t2 + 20t + 2 et hrune = —0,8t% + 20t + 2

(a) A quelle hauteur se trouve la balle lancée de la Lune 3 secondes apres le lancé ?
(b) A quelle hauteur se trouve la balle lancée de la Terre 3 secondes aprés le lancé ?

(c) Exprimez, a l'aide d’un polynoéme, la différence en hauteur des balles lancées de la Lune et
de la Terre, t secondes apres qu’elles ont été lancées.

(d) Vérifiez que votre réponse en (c) généralise bien la différence entre les réponses obtenues en
(a) et en (b).

2.9 Développez les expressions suivantes et simplifiez.

(a) (322)(—5z?) (e) 3z%(2xy — 3t?)

(b) —(2tzy)(~tay?) (f) (z+2y)(3z —y)

(c) (—22%y°2)(—y*2") () x(4—)(5—2x)

(d) (5x)(32% — 2z + 1) (h) 3z +2)(z? — 32 +2)

2.10 Sans l'aide d’une calculatrice, exprimez 'aire de la partie ombragée de la figure suivante
comme un polynéme simplifié.

Rappel. Un polynome est dit simplifié s’il a été développé et que ses termes
semblables, une fois regroupés, sont présentés en ordre décroissant de leur degré.

4z + 3

2¢+1
T+ 1

4x
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2.11 Exprimez ’aire de la partie ombragée de la figure suivante comme un polynéme simplifié.

3z 42
x+3
2¢—1
z—1
2.12 (a) Exprimez le volume de la boite suivante comme un polynéme simplifié.
€T
r
1o 157 ?
o2
T

(b) En effectuant les évaluations a l’aide de votre calculatrice, déterminez parmi les boites ou
r=1cm, x =25 cm et z =5 cm, laquelle aura le plus grand volume.

(c) Faites tracer le graphe de la fonction volume dans une fenétre ou = € [—0,5;5,5] et
y € [-10;150]. A quoi correspondent les valeurs que vous avez calculées en (b) sur ce
graphique ?
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2.3 La factorisation

On sait multiplier les polynémes 2z + 3 et = — 4 (faites-le) pour montrer que
(22 +3)(x — 4) = 22> — 5z — 12.

Lorsqu’on renverse le processus et qu’on exprime le polynéme 222 — 5z — 12 comme un produit
222 — 5 — 12 = (22 + 3)(z — 4),

on dit qu’on le factorise et que les composantes du produit, 2z + 3 et x — 4, sont des facteurs du
polynéme 222 — 5z — 12. La factorisation est donc un processus qui permet de transformer une
somme en un produit. La forme factorisée est trés utile pour simplifier des expressions et résoudre
des équations.

Théoréme 2.1 Théoréme fondamental de 1’algebre version MAT144
Tout polynéme non constant a coefficients réels s’écrit comme un produit de facteurs linéaires
(polynomes de degré 1) ou quadratiques (polyndémes de degré 2) a coefficients réels.

Dans cette section, on s’intéressera, entre autres, a la factorisation dans ’ensemble des entiers,
c’est-a-dire celle ou tous les coefficients sont dans Z. L’intérét de la factorisation dans Z est qu’elle
est unique a l'ordre des facteurs pres. Par exemple,

222 — 5x — 12 = (22 4 3)(x — 4) est factorisé dans Z
et ne peut s’écrire que comme (2z + 3)(x — 4) ou comme (z — 4)(2x + 3) tandis que
222 — 5x — 12 = 2 (x + 3/2) (z — 4) est factorisé dans Q
et pourrait aussi s’écrire d’une infinité de facons différentes avec des coefficients dans Q,
2z +3)(r—4) =422 +3)(z/4—1) =312x/3+ 1)(z —4) =122z /3 + 1)(z/4 - 1) = - --
Les polynémes qui ne peuvent pas étre factorisés dans un ensemble sont dit irréductibles dans cet
ensemble. Par exemple, I’expression 22 — 5 est irréductible dans Z (il est impossible de la factoriser &

I’aide uniquement de coefficients entiers), mais il est réductible dans R car 22 —5 = (z++/5)(z—/5)
et tous les coefficients de sa factorisation, 1, v/5 et —/5, sont des nombres réels.

Pour factoriser a la main un polynéme dans un ensemble, on utilise une ou plusieurs techniques de
factorisation jusqu’a ce que tous les facteurs soient irréductibles dans cet ensemble.

Les systemes de calcul symbolique tels que Maple, Nspire CAS ou Mathematica factorisent les
polyndémes sans difficulté. Les différentes commandes pour factoriser un polynéme a 'aide de la TI
Nspire CAS sont les suivantes.

factor(x2—9-x+14) ( _7)' (x—Z)
factor(expres;mn) dans les entiers factor(x2~5-x+ 1) Bhgoad
factor(expression,r) dans les réels
cfactor(expression,z) dans les complexes factor(x2—5-x+1,x) (- x+ 21 -5)-(2- x-[21 )

4

cFactor(x2 +1) (x=i)- (x+i)
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Remarques au sujet du théoréme fondamental de I’algébre

Le théoreme fondamental de ’algebre admet plusieurs énoncés équivalents. En voici une forme
qui établit le lien entre les racines et les facteurs d’un polynome.

On dit qu’un nombre réel (ou complexe) 7 est une racine d’un polynéme P si r est une solution
de I’équation polynomiale P(r) = 0, c’est-a-dire que si on substitue la valeur r a la variable z,
on obtient 0. Si 7 est une racine du polynéme P, alors (x — r) est un facteur de ce polynome
et, réciproquement, si (x — r) est un facteur du polynéme P, alors, r en est une racine.

Théoréme 2.2 Soit P un polynéme non nul de degré n défini par
P=ayxz" + ..+ a1z +ag, ou a; €R pour i =0,1,...,n

r est une racine de P si et seulement si (z — r) est un facteur de P, c’est-a-dire que P s’écrit
comme le produit P = (z — )@, ot @ est un polynome en = de degré n — 1.

Par exemple, puisque z = 1 est une racine de z? — 2z + 1,
(1)>-2(1)+1=0
le polynoéme s’écrit comme le produit
2?2 =2z +1=(z—1)Q(z), ot Q(z) est de degré 1.

En fait,
22 —224+1=(z—1)(z-1).

Ce polynome possede deux facteurs identiques, associés a deux racines identiques (on dit alors
qu’il s’agit d’une racine double).

Le polynéme x2 + 1, quant & lui, ne posséde pas de racine réelle. Il ne se factorise donc pas
dans R. Cependant, sur ’ensemble des complexes, il peut s’écrire comme un produit de facteurs
linéaires.

22 +1 = (z —i)(z +1i), ol i est le nombre complexe tel que i* = —1

De facon générale, tout polynome P = anz™ + ... + a1 + ag non nul, de degré n et a
coefficients réels, posseéde exactement nm racines complexes. Ces racines sont des nombres
complexes et ne sont pas nécessairement distinctes les unes des autres. Un polynoéme a
coefficients réels peut donc avoir des racines qui ne sont pas réelles et se factoriser comme
an(x —r1)(x —1r2)...(x — 1y), o les r; sont les n racines du polynéme, dont certaines peuvent
étre identiques.

Par exemple, 71 = 1 et 75 = —2 sont les deux racines du polynéme 3z2 + 3z — 6 de degré 2, car

322 + 33 — | =312 +3(1) —6=38+3—6=0
=

322+ 3z — 6 =3(-2)2+3(-2)—6=12—6—-6=0

r=—

et le polyndéme se factorise de la fagon suivante

322 +3z—6=3(x —1)(z — (-2)) =3(x — 1)(z +2) (Vérifiez-le.)

CHAPITRE 2. LES POLYNOMES ET LES FRACTIONS RATIONNELLES
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2.3.1 La mise en évidence des facteurs communs

Dans tous les problemes de factorisation, la premiere étape consiste a chercher le plus grand facteur
commun a tous les termes du polyndéme. On utilise ensuite la distributivité de la multiplication sur
I’addition pour transformer une somme en un produit.

Rappel. La propriété de distributivité de la multiplication sur I'addition est
a-(b+c)=a-b+a-c

ou, en lisant de droite a gauche,
a-b+a-c=a-(b+c),

ce qu’on appelle la mise en évidence du facteur a.

Exemple 2.7

Pour chacun des polynoémes suivants, effectuez la mise en évidence de tous les facteurs communs.
(a) bt — 322 (d) 10z* + 3023 — 222
(b) 2%(1 —z) +5(1 —x) () 2-(Bx+1)-3-(1—2x)+ (3z+1)%-(-2)

(c) 5xy + 30y? + 10y

Solution :
(a) 22 est le seul facteur commun aux deux termes.
52 - 2% — 32% = 2% - (52 — 3)
Validation. On s’assure que la mise en évidence est juste en distribuant le facteur commun

sur I'addition (faites-le) et qu’on obtient I’expression de départ.
(b) (1 — x) est le seul facteur commun aux deux termes.
(1 —2)+5(1—2)=(1—-x)- (2> +5)
(c) 5 et y sont les seuls facteurs communs aux trois termes.
522y +5-6-y-y+5-2-y=5y(x? + 6y +2)
(d) Les facteurs communs aux trois termes sont 2 et z2.
10z? + 3023 — 222 = 5% - 227 + 152 - 227 — 1- 222 = 22° - (5 + 152 — 1)

(e) L’expression a factoriser est celle qu’on obtient lorsqu’on utilise les régles et les formules
de dérivation qui sont vues dans un premier cours de calcul différentiel. Elle contient deux
termes dont les facteurs communs sont 2 et 3z + 1.

2-Bzx+1)-3-1-20)+Bz+1)2-(=2) = 2-Bx+1)-[3-(1—-2x)+ (3x+1)(-1)]
2-(Bx+1)-[3—6z—3x—1]
= 2(3z+1)(2-9x)
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2.3.2 L’inspection

Lorsque b et ¢ sont des entiers, on tentera d’abord de factoriser des expressions quadratiques de la
forme 2 4 bx + ¢ par inspection avant d’essayer une autre méthode.

La factorisation par inspection
Si 22 + bx + ¢ s’écrit comme un produit (z + m)(z + n), on doit trouver deux nombres, m et
n, tels que m +n = b et m - n = ¢, c’est-a-dire on doit trouver deux nombres dont la somme
est b et dont le produit est ¢. Ainsi

24+br+c=(x+m)(z+n)oim+n=betm-n=c

En effet, en développant le produit et en regroupant les termes semblables, on obtient

(x4+m)(x+n) = (x+m)-z+ (x+m)-n on distribue
= 224+m-z+2z-n+m-n on distribue
= 224+ (m+n)z+m-n on regroupe les termes semblables.

Pour que deux polynémes soient égaux, les coefficients de leurs termes correspondants doivent étre
égaux. Dans ce cas, 22 + bx + ¢ = (x + m)(z + n) lorsque 22 + bx + ¢ = 2> + (m +n)z +m - n.

| 2® + bz +c | 2® 4+ (m+n)z+mn

coefficient de z2 1 1
coefficient de x b m4+n
terme constant c m-n

On cherche donc deux nombres m et n dont la somme est b (le coefficient de z, b = m + n) et dont
le produit est ¢ (le terme constant, c = m - n).

Exemple 2.8 |
Factorisez les trinomes suivants dans les entiers.

(a) 2% + 11z + 30 (b) 2?2 —4x -5 (c) 2% — 9z + 14 (d) 22 +3z+5
Solution :

(a) Siz?+ 11z +30 = (2 + m)(x + n), il faut trouver deux nombres dont le produit est 30 et
dont la somme est 11.
Les deux nombres seront nécessairement positifs, car, s’ils sont tous les deux négatifs, le
produit sera positif, mais la somme sera négative, et si un des deux est négatif, le produit
sera négatif. Les cas possibles sont résumés au tableau ci-dessous.

facteurs de 30 || 1et 30 | 2et 15 | 3et 10 | 5 et 6
somme des facteurs H 31 17 13 11

5 et 6 sont donc les nombres cherchés et la factorisation est alors
2% + 11z 4+ 30 = (z + 5)(z + 6).

(b) Si 2?42 —5 = (x+m)(x+n), il faut trouver deux nombres dont le produit est —5 et dont
la somme est —4.

facteurs de —5 H —leth ‘ 1let =5
somme des facteurs H 4 ‘ —4
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Selon le tableau ci-dessus, 1 et —5 sont les entiers cherchés. Ainsi,
2 — 4z —5=(x+1)(x - 5).

(c) Sia?—9z+14 = (x+m)(x+n) il faut trouver deux nombres dont le produit est 14 et dont
la somme est —9.

facteurs de 14 || let 14 | —l et —14 | 2et 7 | =2 et —7
somme des facteurs H 15 —15 9 -9

Selon le tableau ci-dessus, —2 et —7 sont les entiers cherchés. Ainsi,
2 =9z 4+ 14 = (z —2)(x - 7).

(d) Siz?+3z+5=(x+m)(z+n), il faut trouver deux nombres dont le produit est 5 et dont
la somme est 3.

facteurs de 5 H letb ‘ —let -5
somme des facteurs H 6 ‘ —6

Selon le tableau ci-dessus, il est impossible de factoriser 22 + 3z + 5 dans les entiers.

2.3.3 Le théoréme de factorisation d’un trinéme de la forme az? + bx + ¢

Théoréme 2.3 Soit az? + bx + ¢ un polynéme de degré 2 & une variable z et & coefficients réels.
— Si b? — 4ac < 0 alors le polynome est irréductible dans R, c’est-a-dire qu’on ne peut pas le
décomposer en un produit de facteurs linéaires a coeflicients réels.
— Sib%—4dac > 0 alors ax? +bx+c = a(x—7r1)(z—7r2) oil r et 72 sont les racines du polyndme
et sont obtenues par la formule quadratique :

_ —b+ Vb —dac ot —b — Vb2 — 4dac

2a 2= 2a

1

> Démonstration On peut montrer 1’égalité

" <$_ —b+ Vb2 —4ac) (x_ —b— Vb?2 — dac

2a 2a

)zafv2+baz+c

en effectuant les multiplications. Faites-le si vous voulez relever le défi. <

L’avantage du théoréeme est qu’il permet de déterminer, & 'aide du discriminant b?> — 4ac, si un
polyndéme de degré 2 est irréductible ou non dans R et, s’il est réductible, de le factoriser peu importe
la nature de ses racines (qu’elles soient entieres, rationnelles ou irrationnels, ...).

Exemple 2.9

Factorisez, si possible, le polynéme z? — 5z + 25.

Solution :

Dans ce cas, a =1, b = —5 et ¢ = 25. Comme le discriminant est négatif,

2 (=2 — 95 100 — —
b —dac| o o=(=5)—4(1)(25) =25~ 100 = ~7T5 <0

le polynéme x2 — 5z + 25 est irréductible dans R, c’est-a-dire qu’il ne s’écrit pas comme un produit
de facteurs linéaires a coefficients réels. |
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Exemple 2.10
Factorisez, si possible, le polynéme 4z — 42 + 1.

Solution :
Dans ce cas, a =4, b= —4 et ¢ = 1. Comme
2 —_ = (— 2 — =
b° — 4ac b ot (—4) 4(4)(1) =0
on calcule les racines.
_ ——440 _ 4 _ 1 _ ——4-0 _ 4 _ 1
1 2a) —8—3 € T2 24) 8~ 2

Par conséquent,

= 2 L

422 —dx +1 = 4(xz— % (x — %) par le théoreme de factorisation
r—3

-2 (:1; — %) on factorise 4 et on utilise la commutativité de
la multiplication

= (2z—-1)-(2z—-1) on distribue 2 sur (z — §)

= (2z-1)2

Dans un cas comme celui-ci, lorsque le discriminant b? — 4ac est nul, r; = ro et on dira alors que la
racine est double. |

Exemple 2.11 |
Factorisez le polynéme 622 + 13z — 5.

Solution :
Dans ce cas, a = 6, b = 13 et ¢ = —5. Comme
b’ — dac =132 —4(6)(—5) = 289 > 0
a=6,b=13,c=—5
on calcule les racines.
_ —13+4/289 _ —13417 _ 4 _ 1 _ —13—+/289 _ —13—-17 _ —30 5
"="5r — 12 —12-3 & "n="%5" =13 =12 - 2
Par conséquent,
2 _ 1 5
622 +132-5 = 6(v—34)(z—-3)
= 6(x— % T+ g)

On vérifie que le produit des facteurs obtenus donne bien le polynéme 62 + 13z — 5 (faites-le). On
peut également écrire

622+ 13z -5 = 6(z— %) (:17 + g) par le théoréme de factorisation
6 % (%) on met au dénominateur commun

= 3- (3963_ 1) -2 (2“; 5) on factorise 6 et on utilise la commutativité de
la multiplication

= (Bz—-1)(2z +5) on multiplie 3 par 321 et 2 par 25t

pour obtenir une factorisation de 622 + 13z — 5 dans les entiers.
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Exemple 2.12
Factorisez le trinome 522 + 15z — 1.

Solution :
Dans ce cas, a =5, b =15 et ¢ = —1. Comme
b’ — dac =152 —4(5)(—=1) = 245> 0
a=5,b=15,c=—1
on calcule les racines.

_ —154+245 _ —154+7V5
- 10

r —15—v245 __ —15—-7/5
L= 7o) - 10

et r = 20)

Par conséquent,
5224+ 152 -1 = 5 x_#oﬁ/ﬂ (36_%0%/5)
= S(xz+ W) (:p + %)
On vérifie que le produit des facteurs obtenus donne bien le polynéme 52 + 152 — 1 (faites-le). On

constate que 522 + 15z — 1 se factorise dans R mais, contrairement & 1’exemple 2.11, ne se factorise
pas dans Z. |

2.3.4 Les produits remarquables

Des produits remarquables sont résumés au tableau 2.1. Dans la mesure ol on reconnait qu’un
polyndéme correspond a une de ces formes, on pourra le factoriser.

TABLEAU 2.1 — Produits remarquables

Nom Identité

Carré parfait, somme A% +2AB + B%2 = (A + B)?

Carré parfait, différence A% —2AB + B%? = (A - B)?

Somme de carrés A? + B? ne se factorise pas dans R
Différence de carrés A2 - B?=(A-B)(A+B)

Somme de cubes A%+ B3 = (A+ B)(A? — AB + B?)
Différence de cubes A3 — B3 = (A— B)(A? + AB + B?)

On suppose que A et B sont des nombres ou des expressions algébriques.

On peut démontrer toutes les identités du tableau 2.1 en développant et en simplifiant les membres de
droite des égalités. Fuaites-le. Cependant, quelques-unes de ces formules ont de belles démonstrations
géométriques. C'est le cas de Iidentité A% 4+ 2AB + B? = (A + B)? qu’on peut démontrer a l'aide
de la figure suivante.
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i
A AB A2
. - —————— —:- —————
|
|
|
B B2 | AB
|
|
|
- |
: I |
B A

L’aire totale du grand carré est
(A+B)(B+ A)=(A+B)(A+ B)=(A+ B)*

Si on calcule l'aire totale comme la somme des aires des deux rectangles et des deux carrés intérieurs
on obtient
AB+ A* 4+ B? + AB = A* + 2AB + B2

Puiqu’il s’agit de l'aire du grand carré calculée de deux fagons différentes, on en déduit que

(A+ B)? = A + 2AB + B%.

L’identité A%2 — B? = (A — B)(A + B) peut aussi étre interprétée géométriquement...

A-B
I 1
I A |
T I
I
|
|
: A+B| | _________]
A | —
|
IB
L L
B
Exemple 2.13
Factorisez les carrés parfaits suivants.
(a) 2> 462 +9 (b) 422 — 20z + 25

Solution :

(a) On soupgonne qu’il s’agit d’un carré parfait (somme), car 2% et 9 sont des carrés parfaits et
6x =2 (z-3), c’est-a-dire A=z et B =3.

2?2+ 6x+9=20>42(-3)+3%=(z+3)>
Validation. On effectue la multiplication

(z+3)°2=(z+3)(z+3)=2+3x+3z+9=2+62+9.
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(b) On soupconne qu'il s’agit d’un carré parfait (différence), car 422 = (22)? et 25 = 52, c’est-
a-dire A =2x et B =5.

4a® — 202 + 25 = (22)> —2-2x -5+ 5% = (22 — 5)*

Validation. Faites-la.

Exemple 2.14 |
Factorisez les différences et la somme suivantes.

(a) 22— 25 (b) 9 — 1622 (c) a3+ 125 (d) 6423 — 27

Solution :

(a) On écrit d’abord x2 — 25 comme une différence de carrés ot A =z et B = 5.
2?2 —25=2?-52=(z—5)(z+5)
(b) 9 — 1622 est une différence de carrés avec A = 3 et B = 4x.
9 — 1622 = 32 — (42) = (3 — 42)(3 + 42)
(c) x4+ 125 est une somme de cubes ot A =z et B = 5.

?+125 = 2*+5°
= (z+5)(2®> —x-5+5%) on utilise le produit remarquable
= (z+5)(z* -5z +25) on simplifie

Pour savoir si 22 — 5z + 25 se factorise, on calcul le discriminant

= (—5)% — 4(1)(25) = 25 — 100 = —75 < 0.

v — dac =
a=1,b=—>5,c=25

Puisqu’il est négatif, 22 — 5z + 25 est irréductible. Le polynéme est donc complétement
factorisé.
23 +125 = (2 + 5)(2® — 5z + 25)

(d) 6423 — 27 est une différence de cubes o A = 4z et B = 3.
6423 — 27 = (42)3 —33
= (42 — 3)((42)% + (42)(3) + 3%) on utilise le produit remarquable
= (42 — 3)(1622 + 122 +9) on simplifie

Pour savoir si 1622 + 12z + 9 se factorise, on calcule le discriminant.

— 2 _
a=16,b=12,c=9 127 — 4(16)(9) 432 <0

b2 — dac

On en conclut que 1622 + 12z + 9 est irréductible et que
642> — 27 = (42 — 3)(1622 + 122 4 9)

est completement factorisé.
Validation. On effectue la multiplication

1622 + 12z + 9

X 4 - 3
6423 + 4827 + 36z =4z - (1622 + 122 +9)
—( 482% + 36z + 27) =3 (162% + 122 + 9)
642> + 022 + 0z — 27 on regroupe les termes semblables
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et on simplifie pour obtenir 1'expression de départ 64z — 27.

Résumé de la marche a suivre pour factoriser
Comme on I’a vu, il existe plusieurs méthodes pour factoriser un polynéme. En général,
— lorsque tous les termes du polyndéme possedent un facteur commun, on utilise la mise
en évidence;;
— lorsqu’on reconnait qu’il s’agit d’une différence de carrés, d’une somme de carrés, d’une
somme de cubes ou d’une différence de cubes, on utilise les produits remarquables décrits
au tableau 2.1;
— lorsqu’il s’agit d'un polynéme 2% + bx + ¢ ol b et ¢ sont des entiers, on tente de le
factoriser par inspection ;
— lorsqu’on reconnait qu’il s’agit d’un carré parfait somme ou différence, on utilise les
produits remarquables décrits au tableau 2.1 ;
— Finalement, si rien ne semble fonctionner, on pourra toujours utiliser le théoréeme 2.3
pour factoriser un polynéme de la forme az? + bx + ¢ ou pour déterminer s’il est
irréductible dans les réels.

Certains polynoémes peuvent étre factorisés en utilisant plus d’une technique.

Exemple 2.15
Factorisez completement les polyndmes suivants dans les entiers.

(a) 5t3 4 30t + 45¢ (c) 22—y +a—y
(b) a®(b—3c) + a(b— 3c) + 6(3c — b) (d) x* -1
Solution :

(a) On commence toujours par regarder s’il y a des facteurs a mettre en évidence.

5t3 +30t% + 45t = 5t- (12 +6t+9) on met en évidence 5t
= 5t-(t24+2-(3-t) +3%) carré parfait, somme
= 5t(t+3)?

Validation. On vérifie en développant.
5t(t +3)? = 5t(t* + 6t + 9) = 5t> + 30t* + 45¢

(b) On remarque que, a un signe pres pour le dernier terme, le facteur (b — 3¢) est commun a
tous les termes.
a?(b—3c) + a(b — 3c) + 6(3c — b)
= a?(b—3c)+a(b—3c) —6(b—3c) on utilise 'égalité (3¢ — b) = —(b — 3¢)
= (b—3c)(a®+a—6) on met en évidence (b — 3c)
= (b—3c)(a—2)(a+3) on factorise par inspection
Validation. Faites-la.

(c) En factorisant les deux premiers termes, on fait ressortir un facteur commun. On appelle
cette technique la mise en évidence double.

z? — y2 +r—y = (x - y) (JJ + y) + (:E — y) différence de carrés
= (x—y)(z+y+1) on met en évidence (z — y)

(d) On exprime d’abord x* — 1 comme une différence de carrés.
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:E4 -1 — (562)2 o 12 334 — (332)2
= (@2 -1)(22+1) on factorise en posant A = 22 et B = 1
= (22 -1%)(22+1) le facteur 22 — 1 est une différence de carrés

= (z—1)(z+1)(2%2+1) on factorise 22 — 1% en posant A =z et B =1

Les facteurs  — 1 et z + 1 sont linéaires tandis que le facteur 2 4 1 est une somme de carrés
et est donc irréductible. On peut vérifier que 2 + 1 est bien irréductible a 1’aide du test du
discriminant. Dans ce cas, a =1, b=0et c=1 et

b? — dac 02 —4(1)(1) = -4 < 0.

a=1,b=0,c=1 o

Puisque le discriminant est négatif, on conclut que 22 + 1 est bien irréductible. Le polynéme
2 — 1= (x—1)(z+1)(2? + 1) est donc complétement factorisé. |




86 CHAPITRE 2. LES POLYNOMES ET LES FRACTIONS RATIONNELLES

Exercices

2.13 Effectuez la mise en évidence des facteurs communs pour factoriser chacun des polynémes
suivants. Simplifiez chaque facteur lorsque possible.

(a) 223 + 6x (b) 18z* — 623 + 922 (c) 22 -2z —1)+5- (2 —1)

2.14  Les expressions suivantes ont été obtenues a ’aide des formules et des régles de dérivation que
vous verrez dans le cours de calcul différentiel. Effectuez la mise en évidence des facteurs communs
pour factoriser chacun des polynoémes suivants. Simplifiez lorsque possible.

Attention ! En calcul différentiel, on cherche souvent a déterminer les points
stationnaires d’une fonction (1a ot sa dérivée est zéro). On écrit donc les dérivées
obtenues sous forme factorisée pour facilement en trouver les zéros.

a) 2A4-3B+ A% (-1)
2-(3z—-2)-3-(1—2)+ 3z —2)2- (-1)

3AY + 3B - 443

3z —1)*+3z-4(z —1)3

e) 3A4%2.3.B5+ A3.5B%.2

33z 4+2)2-3- (22— 1)+ Bz +2)3- 52z — 1)* - 2
g) 94r —3)%-4-(5—2)t+ (4 —3)? - 4(5—2)3- (1)

L=

N N N N N /S
N .
=

2.15 Factorisez les trin6mes suivants par inspection.
(a) 2%+ 5z +6 (d) 22 —2—20 (g) t2 —5t—6
(b) 22 — 102 + 16 (e) 2® +8zx+15 (h) —22 — 5z —4
(c) 2?2 +2x—15 (f) 2?2 —12z+ 11

2.16 Factorisez les différences de carrés suivantes. Simplifiez chaque facteur lorsque possible.

(a) 144 — 2522 (c) 2*—16
(b) 49y? — 3622 (d) 2522 —100(x + 1)?

2.17 Déterminez un polynéme qui donne laire de la partie ombragée de 'image de gauche. Donnez
deux polynoémes p et ¢ qui font en sorte que 'aire du rectangle de droite est la méme que celle de
la partie ombragée de I'image de gauche.

3z p
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2.18 Vous devez faire installer un réservoir cylindrique de 15 m de diameétre. Une zone de sécurité

d’une largeur x m doit ceinturer le réservoir tel qu’il est illustré ci-dessous.

cloture

- ~
~

P < zone de sécurité >

réservoir
*

Q
Q

*
'0
s 15 m
*

(a) A laide d’une différence, déterminez un polynoéme donnant 'aire de la zone de sécurité.
Donnez d’abord le polyndéme comme vous l'avez construit (avec la différence) et, ensuite,

déterminez sa forme simplifiée en le développant.

(b) Quelle est la superficie de la zone de sécurité si sa largeur est de 3,5 m?

(c) Les normes stipulent qu’une cloture doit étre installée pour ceinturer 'extérieur de la zone
de sécurité. Déterminez un polynéme donnant la longueur de la cléture nécessaire a une zone

de sécurité de x m de largeur.

(d) Quelle est la longueur de la cloture si la largeur de la zone de sécurité est 3,5 m?

2.19 Le but de cet exercice est de montrer que le volume nécessaire a la construction de la paroi
latérale du tube dont il est question a l’exercice 2.3 peut aussi étre obtenu en calculant le volume du
prisme rectangulaire droit de longueur 277, de hauteur h et d’épaisseur Ax, le prisme qui correspond

au tube déroulé™.

ii. Image tirée des notes de cours de MAT-145, partie 2
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Rappel. L’expression trouvée a l’exercice 2.3 pour le volume de la paroi
latérale du tube:

2 2
Vc:ﬂ'<7“+A2x> h—7r<r—A2x> h

Le volume du prisme droit de longueur 277, de hauteur h et d’épaisseur
Ax:

Vp =mh - Ax - 2r = 2nrhAx
L’objectif de cet exercice est de démontrer que Vo = Vp.
(a) Effectuez une mise en évidence des facteurs communs de expression V.

(b) Factorisez sa différence de carrés. Simplifiez chaque facteur.

(¢) Ecrivez la forme factorisée du volume Vg et comparez-la & la formule pour le volume du
prisme Vp.

2.20 Factorisez compléetement les polyndmes suivants a ’aide du théoréme 2.3.

(c) 22— 2z —4 (e) 22% +4x —5
(d) 322 +x 41

(a) 2%+ 3z+2
(b) 22 -8z +7

2.21 Parmi les polynémes suivants, trouvez les carrés parfaits et factorisez-les.

(a) 2%+ 10z + 25 (b) 2% +5x+6 (c) 422 —122+9 (d) 222+ 10z — 5

2.22 Déterminez les termes manquants afin qu’ils transforment les trindmes suivants en carrés
parfaits.

(c) 2522+ 10z +

(a) 22+ + 36
(d) 4z? — 122y +

(b) ¥y>— 4100

2.23 Utilisez les produits remarquables pour factoriser les polynémes suivants.
2

(a) x22+ 8x + 16 (g) 27— £ 1) -3

(b) 4z . dr +21 (h) (3 +2)3 + 823 (m) 2522 — 4

(c) 16z~ — 25y 9

(d) t3+27 (i) 3(z—4)*+81 (n) 3(x —4)% — 27

() 823 —1 (G) 1 — 6422 (0) 92%y? — 24zy + 16

(f) 27 + 642 (k) 81a%b? — (a + b)? (p) gx2 + 202425
2.24  Factorisez completement les polynomes suivants.

(a) a° + 22 (f) 75z(x+1) —323(x + 1) (k) 3622 — 127z + 1

(b) z* — 522 (g) 320y* — 80y? () 49z* — 422

(c) 162* — 81 (h) 423y + 822y + 4day (m) 422 — 10z — 6

(d) x° —81a3 (i) 323z —1)+9(3z —1) (n) Zta? — 10z — 50

(e) 20z% + 60z + 45 (G) 23 -2x)2 —22(3-22)? (o) 5z3(1—22%)—40(1—22?)
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2.4 La division de polynomes, les fractions rationnelles

Contrairement a l’addition, la soustraction et a la multiplication de polynémes, la division de
polynémes ne resulte pas généralement en un polynéme mais plutét en une fraction rationnelle.

Définition 2.4 Une fraction rationnelle est une expression de la forme g ou P et Q) sont des
polynoémes et ou @ # 0.

Par exemple,
20— 1 4 T " z2—1
e
4 T2x—-1"22-1  22+4x+3

sont des fractions rationnelles & une variable.

Définition 2.5 Le domaine d’une fraction rationnelle £ est ’ensemble des valeurs réelles pour
lesquelles la fraction est définie, c’est-a-dire pour lesquelles @ # 0.

Pour trouver le domaine d’une fraction rationnelle, on doit parfois utiliser la regle du produit nul.

Regle du produit nul
Le produit de deux ou de plusieurs facteurs est nul si et seulement si au moins
un des facteurs est nul.

a-b=0<=a=00ub=0.

Exemple 2.16
Quels sont les domaines des fractions rationnelles suivantes ?

2¢ — 1 T+ 2
b) —— =
(a) — ()x2+$_2

Solution :

(a) Puisque le dénominateur est 4, il ne s’annule jamais. Le domaine de la fraction est donc R.

(b) On factorise le dénominateur
x+2 T+2
24+z—-2 (z+2)(z—1)

et on utilise la régle du produit nul,

(z+2)(x—-1)=0 <= z+2=00uz—-1=0
— x=-2ouz=1

Les valeurs —2 et 1 annulent donc le dénominateur (z+2)(z — 1) et le domaine de la fraction
rationnelle est alors R\ {—2;1}. |

2.4.1 La simplification des fractions rationnelles

Une fraction rationnelle est simplifiée lorsque son numérateur et son dénominateur n’ont aucun
facteur commun autre que 1 ou —1.
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Rappel. Sia, b, et k sont des nombres réels ou des expressions telles que

b#0,
ka K-a a
— =—"—=- sik#0.
WoEks b SN
Exemple 2.17
Simplifiez les fractions rationnelles suivantes.
2 3
¢ —4 T’ —x
—_— b
() 72+ 51 +6 (b) z—1
Solution :

(a) On commence par factoriser les numérateur et dénominateur de la fraction et on simplifie
leurs facteurs communs.
z?—4 (24+2)(z—-2) z-2 ,
22+50+6 (z24+2)(x+3) x+3 ste# =2

(b) On factorise et on simplifie.

-z x@®-1) zx—1)(z+1) )
x—1 -1 x—1 =z@tl) sirsl

Exemple 2.18 |
2> +2—-6

——— sur une ligne de commande d’une fenétre de calculs de votre
22 — 3z +2

Entrez l’expression
calculatrice.
(a) La calculatrice simplifie cette expression pour donner quoi?
(b) Expliquez, a l'aide d’'un argument algébrique, ce a quoi fait référence le triangle jaune qui
apparait a la gauche de la ligne de commande.

Solution :
(a) On entre expression sur une ligne de commande, on appuie sur [enter| et on obtient

xr+3
z—1

(b) Un avertissement est affiché lorsqu’on clique sur le triangle jaune.

Le domaine du résultat peut étre plus grand que le domaine de [’entrée.

_
Attention &J

:Le domaine du résultat peut &tre plus grand |
que le domaine de Fentrée.

A x“+x—6 |:

En effet, le domaine de la fraction entrée
> +2-6 B 2> +x -6
2 -3z+2 (v—2)(x—1)
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est R\ {1;2} tandis que celle de la fraction résultante, 22 est R\ {1}. La fraction résultante
possede donc moins de restrictions que celle entrée.

Si on simplifie 'expression de départ & la main, plutdt qu’a la calculatrice,

?+2—-6  (2—2)(x+3)siap2 T +3

2-3x+2 (z—2J)(z—-1)  z-—1
on arrive a la méme expression que celle obtenue avec la calculatrice, mais la simplification
qui est faite nous permet de comprendre a quoi réfere le message affiché.

Rappelons que pour pouvoir simplifier le facteur commun x — 2, on doit supposer qu’il n’est
pas 0, c’est-a~dire que = # 2. Ainsi, 1’égalité

> +2 -6 _x+3

22 —-3x+2 x-1
n’est vraie que si x # 2. En effet, en z = 2, les deux expressions ne donnent pas le méme
résultat,

2
z°+x—06 . z+3
P2 —3r+2| #R tandis que

=5

x—leQ

Par contre, peu importe la valeur de x autre que 2, les deux expressions auront la méme
valeur ou, dans le cas ou z = 1, n’existeront pas. Quelques valeurs sont présentées dans le
tableau ci-dessous.

T :c22+ar:—6 z+3
x4 —3x+2 z—1

-5 1/3 1/3

-3 0 0

0 -3 -3

1 non déf. non déf.
1,9 || 5,4444 ... | 5,4444...

2 non déf. 5
2,11 4,6363...|4,6363---...
4.5 || 2,1428...| 2,1428...

La figure ci-dessous illustre les résultats obtenus dans une fenétre de calculs a la calculatrice.

3 x+32
x“+x-6 —
A 9 X1
i
x2+x—6 undef
=2
x%-3 x+42
x+3 5
—=2
Fal
x2+x—6 undef
pe=1
x2-3 x+2
x+3 undef
—_—p=1
x=1
A x‘2+x—6 _x+3 il

xZo3iyn *1

x2+z—6

x2+z—6 z+3
et 23242

Du point de vue graphique, -5=3% 5 et o n’est

sont identiques sauf en £ = 2 ou
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x+3

pas définie (il y a un trou), tandis que 2=

= 5 est représenté par le point (2;5). Les

images de gauches ci-dessous ont été produites a I’aide de la calculatrice tandis que celles de
droites sont celles qui illustrent 'interprétation qu’on doit en faire.

-5.57\ f1: ( 2, undef )

Graphiques tracés a l’aide de la TI Nspire Interprétation
)
1\ 6.67 Ty
i x“4x-6 A t y= 22tz -6 6 |
fl(\)= - h z2 — 3z 42 trou en (2;5)
X“=3+ x+2 | B ;
= 3 |
&

e . X
-10 \ - 10 —_

6.67 7y

_6'67“\ i{2,.5)

)
_z+3
Tz—1 6 1
3<
x
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2.4.2 Les opérations sur les fractions rationnelles

On peut additionner, soustraire, multiplier et diviser des fractions rationnelles.

La multiplication de fractions

Rappel. Le produit de deux fractions est le produit des numérateurs
divisé par le produit des dénominateurs. Ainsi, si a, b, ¢ et d sont des
nombres réels ou des expressions telles que b # 0 et d # 0, .

a ¢ a-c

b d b-d

Exemple 2.19 |
Effectuez la multiplication et simplifiez. Lors des simplifications, indiquez les valeurs qui sont a
exclure du domaine de la fraction résultante.
22 +2x —35 923 —4dx
303 — 222 Tz +49

Solution :
On factorise et on simplifie.
2 +2r —35 92° — 4z (x+7)(x—5) z(3z—2)(3z +2)
. = . factori let t
33 — 2x2 Tr +49 22(3z — 2) T(z+7) Ot TACtoTse compietemen
_ (z4T)(x —5) M(Sx +2) on simplifie
22(3z—2) T(z—+T7)
—5)(3x +2 2
(z =532 +2) six #0,x# -, x# =T
Tz 3
Ainsi,

22 4+22-35 92° —4r  (z—-5)3x+2)
32% — 222 Tx+49 Tz
pouraz#(),:c#%etx#—f
Le domaine de la fraction de départ est

2?2 +2x —35 92° — 4z 2
D : —R\{0;2;—
°m< 303 — 217 Tu +49 \{0’3’ 7}’

tandis que celui de la fraction résultante de la simplification est

Dom((x — 5)7(j’x+2)> =R\ {0}

On doit donc exclure les valeurs % et —7 du domaine de la fraction résultante pour obtenir celui de
la fraction de départ. |
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La division de fractions

Rappel. Le quotient de deux fractions est obtenu en multipliant le
numérateur par l'inverse du dénominateur. Ainsi, si a, b, ¢ et d sont des
nombres réels ou des expressions telles que b # 0, ¢ # 0 et d # 0,

a d_ad

a .

< ac
b d b ¢ be

Exemple 2.20 |
Effectuez la division et simplifiez. Lors des simplifications, indiquez les valeurs qui sont a exclure
du domaine de la fraction résultante.

P +8  2?—2z+4

22 —4 7 22442 —12

Solution :
On factorise tous les polynémes.

(x+2)(2*> —22+4)  2*>—-22+4

(x —2)(x+2) " (x—2)(xz+6)

On établit les restrictions.
(x+2)(z—2)#0 = z#—-2etxzF#2
22 —2r+4#0 = quel que soit z € R
(x—2)(z+6)#0 = x#2etx#—6
Pour diviser, on multiplie par I'inverse. On peut inverser si x # 2 et x # —6.

(x+2)(a* —20+4) | 2*—224+4  (z+2)(a*—22+4) (z—2)(z+6)

(x —2)(z +2) " (z—=2)(z+6) (x +2)(z —2) 2?2 -2z +4
On simplifie les facteurs communs

(z+2)(@* —20+4) (z-2)(z+6) (z+2)(a>2—20F1) (z—2)(z+6)

(z +2)(z - 2) 72 — 27 + 4 (z+2)(z—2) (22 =2x+1%)

Ainsi,
B3 +8  2?-2z+4
22 —4 " 22+ 4x — 12

=x+6 siz#-2,x#2etx#—6

L’addition et la soustraction de fractions ayant le méme dénominateur

Rappel. L’addition (ou la soustraction) de deux fractions ayant le
méme dénominateur est obtenue en additionnant (ou en soustrayant) les
numérateurs. Le dénominateur de la fraction résultante est le dénominateur
commun aux deux fractions.

Ainsi, si a, b et ¢ sont des nombres réels ou des expressions telles que b # 0,

E+E_a—|—c ot a c¢_a=c
b b b b b b
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Exemple 2.21
Effectuez les opérations et simplifiez.

2 — 2 — r—4 3xr+2
(a) T4+ 7+ x—3 (b) _
z2-25  x2-25 r+3 x+3
Solution :

(a) On additionne les numérateurs et on regroupe les termes semblables.

?+r-7 22-3 (sP4ax-7)+22-3) 2?+3z-10

x? —25 2 —25 x? —25 x2 —25
On simplifie la fraction résultante.
2 _ _ _
* + 3w 10:L1:/F/57(x 2):90 2 ot 5
z? —25 (x =5)(x+5) z-5

2
I s S A e 2z — 3 r—2 .
Ainsi, T +$2_25:$_581x7ﬁ—5.

On remarque que 5 n’est pas dans le domaine de la fraction résultante et n’a donc pas a en
étre exclu.

(b) On soustrait les numérateurs,

r—4 3z+2 (x-4)-(B3x+2) -22-6

r+3 z+3 T +3 T +3
et on simplifie
2 -6 -2
il e ) N Y
z+3 z+3
r—4 3x+2
Ainsi - = —2six#-3.
1ns1,x+3 213 six #

L’addition et la soustraction de fractions ayant des dénominateurs différents

Rappel. Si a, b, ¢ et d sont des nombres réels ou des expressions telles
que b#0et d#0,

a+c ad + be ¢ 3_° ad — bc
= = — e - — = =
b d bd b d bd
Exemple 2.22
Effectuez les opérations et simplifiez.
4 3 r+2 x-—1
= b _
(a)x+x+3 ()x—i—l T+2
Solution :

(a) On additionne les fractions et on simplifie en regroupant les termes semblables du numéra-

teur.
4 3 A4z+3)+3z (Ar+12)+3z Tzr+12

E+x+3: r(x+3) zxz+3)  z(z+3)
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(b) On soustrait les fractions

r+2 -1 (2+2)(z+2)—(zx+1)(z—1)

r+1 z+2 (z+1)(z+2)
et on simplifie.
(z+2)(z+2)— (z+1)(z—1)  (P+4z+4)—(z®-1)
(z+1)(z +2) - (z+ 1)(z +2)
4z +5

(x+1)(z+2) |

Lorsqu’on additionne ou on soustrait des fractions dont les dénominateurs sont différents mais qui
ont un ou plusieurs facteurs communs, il est plus efficace de déterminer le plus petit dénominateur
commun.

Pour trouver le plus petit dénominateur commun
1. On factorise completement le dénominateur de chacune des fractions.
2. On écrit tous les facteurs du dénominateur de la premiere fraction.
3. On accole a ces facteurs tous les facteurs du prochain dénominateur qui ne s’y trouvent
pas déja.
4. On continue a accoler des facteurs au dénominateur tant qu’il y a des fractions a
additionner ou a soustraire.

Exemple 2.23
Déterminez le plus petit dénominateur commun et simplifiez.
z+3 2 T 7
() 224+x—-2 22-1 (c) x2+x—20+(x—4)2
(b)

2 n 3 B T+5
xr—3 x+1 22—-2¢-3

Solution :
(a) On factorise les dénominateurs.
r+3 2 z+3 2
a:2+x—2+a:2—1 CENCES) + (x—1)(z+1)
On écrit la liste des facteurs du premier quotient
z+3 2
@ D@t2 @-Det) @-Dar2)
et on y accole les facteurs du deuxiéme dénominateur qui n’y sont pas déja.
z+3 2 B
@- D@12 @-DEtl) @-Dai@rl)
On effectue la mise au dénominateur commun. Il s’agit de réécrire chacune des fractions
pour qu’elle ait le dénominateur commun ; on multiplie le numérateur et le dénominateur

de la fraction par les facteurs nécessaires a transformer son dénominateur en celui qui est
commun.

r+3 _(a;—|—1)+ 2 ‘(J;+2):(x+3)(x+1)+2(m+2)
(z—1)(x+2) (z+1) (z—1)(z+1) (x+2) (x—=1)(z+2)(x+1)
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On développe le numérateur et on regroupe les termes semblables.

(z+3)(z+1)+2(x+2) 2*+40+3+22+4 22+ 62 +7

(z-D+2)(z+1)  (z-D@+2)(z+1) (z-E+2)(z+1)
Puisque le numérateur 22 + 6z + 7 est irréductible dans Z, la fraction est simplifiée.

On factorise les dénominateurs.
2 3 T+5 2 3 T+95

+ — = + —

x—3 z+1 22-2x—-3 2-3 z+1 (x—3)(z+1)
On détermine le plus petit dénominateur commun et on effectue la mise au dénominateur
commurl.

2 (z+1) 3 (r—3) x+5 2 +1)+3(x—3)—(x+5)
$—3‘(m+1)+x+1‘(:1:—3)_(:):—3)(x+1)_ (x —3)(z+1)
On développe le numérateur et on simplifie.
2 +1)4+3x—-3)—(z+5) 20+2+3x—-9—z-5 dr — 12
(z —3)(z +1) T @-3)@+1)  (@-3)(x+1)
On factorise le numérateur et on simplifie les facteurs communs du numérateur et du
dénominateur. iz — 19 Az —3] 4 ‘
G 8@t et er1 TP
Adnsl, 2 3 +5 4
x .
x—3+:c+1 T2 -2-3 x+1 stz 73
On factorise les dénominateurs.
T 7 T 7
P12 @—4F @—4)(@+5) (w42

On écrit les facteurs de la premiere fraction.
z 7

@ D@15 @42 (@15
Comme le dénominateur de la deuxiéme fraction comprend deux facteurs (z—4), on compléte
en accolant le facteur manquant.

x 7
@ D@15  @-47 @ Daihe-9) @-9%z+5)

On effectue la mise au dénominateur commun.

x (x —4) 7 (x+5) _ z(xz—4)+T7(x+5)

G-D@+5) @4 @02 (@+5) (-4 +)
On développe le numérateur, on regroupe les termes semblables et on s’assure que la fraction

obtenue est simplifiée.
2? —4dx+Tr+35  2*+3x+435

(x—4)2(x+5)  (z—4)2(x+5)

Comme le discriminant du numérateur 2 + 3z + 35 est négatif,

b? — dac =9-4-35<0

a=1,b=3,c=35

x? + 3x + 35 est irréductible dans R. La fraction rationnelle est donc simplifiée.
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Attention ! Un moyen rapide pour savoir si le numérateur de ’expression
x? + 37 + 35
(z —4)*(z +5)
se simplifie avec le dénominateur, sans avoir a le factoriser, est de I’évaluer aux zéros

du dénominateur.
En effet, si 22 + 32 + 35 avait £ — 4 comme facteur, on pourrait 1’écrire

22+ 32435 = (z — 4)Q(x)

et ce produit, peu importe le polynéme Q(x), vaudrait zéro en x = 4. Puisque ce n’est
pas le cas,

2 +3z+35| =16+12+35=63+#0,

T=

x — 4 ne peut pas étre un facteur de z2 + 3z + 35. De méme, puisque

=25-15435=45#0,

T=—

22+ 32+ 35

(4 5) ne peut pas étre un facteur de 22 + 3z + 35. On peut donc en conclure que la

fraction rationnelle
x2 + 3z + 35

(z —4)%(z +5)

ne se simplifie pas davantage, son numérateur n’ayant aucun facteur en commun avec

son dénominateur.

Exercices

2.25 Quels sont les domaines des fractions rationnelles suivantes ?

z+5 2 -
(a) x2 —25 (b) (c) 2 —2x+1

2.26 Simplifiez les expressions suivantes. Indiquez quelles sont les valeurs & exclure du domaine
de la fraction résultante.

T+5 - 223 — 422 — 62
a) ——— b) —— oy T TP
()$2—25 ()x2—2x+1 (c) 2+

2.27 Simplifiez les expressions suivantes.

(a) 5 64° (@ ?—27 2?4

4A%2B? 5B 202 —4x 22 —-2-6

5 6(x —1)3 9t2 — 16

b . A 07
®) et a2 (&) =1 ~ (=30

8r —4 ) 2 - 16 Ca?+3r—4

()

4y +12 422 —4r +1 422 — 202+ 16~ 322 — 62 + 3
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2.28 Simplifiez les expressions suivantes.

21 5 3 1
SE s DRI,
T
(b) x—22 -2 ®) t—1 (z—1)2 (z—1)3
©) w;v—;inGa: 2—$5_:vi—6 (®) 7x;3+9+22x_9106$
r—1 T +3 2
(d) %‘% (b) —413—|—4+{E2—|;4+2—£L'

2.29 Simplifiez les expressions suivantes.
r—2 1 x 1 r—2 x-2 2 3 z—3
- + (b) : - (c) :

T z+1 x-2

z+1 x x x+27332—4+ 2

2.30 Déterminez 'expression manquante.

() 2 +|:|_5:c—1 ) 2 +|:|_ 3z +5
x—3 3—x  x-3 r+1 x+2  (z+1)(z+2)

2.31 Sans l'aide d’une calculatrice, déterminez lequel des symboles = ou # est approprié.
11 1 z? —25
-9

(a)a+b a+b (b) r—5

?7x-5
2.32 Dites si les affirmations suivantes sont vraies ou si elles sont fausses. Si une affirmation est
fausse, corrigez-la.

1
(a) Le plus petit dénominateur commun nécessaire pour effectuer 'addition — +
xr

1
t o+ 3.
5 stz
2 _

(b) La fraction rationnelle n’est pas définie en x = 5 mais lorsque x s’approche de 5,

x? —25

s’approche de 10.

2.33 Les expressions suivantes sont obtenues a 'aide des formules et des régles de dérivation
que vous verrez dans le cours de calcul différentiel. Simplifiez chacune des expressions suivantes et
donnez la réponse sous forme d’une seule fraction simplifiée.

Attention ! FEn calcul différentiel, on cherche souvent a déterminer les points
critiques d’une fonction (la ol sa dérivée est zéro et 1a ou le dénominateur de sa
dérivée égal zéro). On écrit donc les dérivées obtenues sous forme de fractions
simplifiées dont les numérateurs et les dénominateurs sont complétement facto-

g e —1-1 r+I1\* 1-(z—1)—(z+1)-1
(@) x? () '(x—1> 33—1)
(b) —2(5z% +1)7310z (0 <2x—1>2 2(3x+2) — (20 —1)-3
© 35z —1) — 3z +2)5 3z +2 3»”6%;2)
¢ 12 —4)3 —5.3(t2 —4)2. 2t

(bz —1) (g) (22— 2)3)?
(d) —22(1 +2%) — (1 — 2?)(22) 3(z—1)4 -3z 4(z—1)3

(14 a2)2 (b) -1
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Musculation algébrique

Si vous voulez pratiquer davantage la mise en évidence et la simplification de fractions rationnelles,
faites les exercices suivants.

2.34 Effectuez la mise en évidence des facteurs communs pour factoriser chacun des polynémes
suivants. Simplifiez chaque facteur lorsque possible.

(a) 34%2.2.B* 4+ A3.4B3 .2
b) A-B*+2B-(-2)
c) 6(y—3)°-(y—2)>—6(y—3)° 3(y—2)
d) 3(x—3)2-2(x+1)° + (x —3)?-5(x + 1)*
) 4(m+%)3—2m-3(:c+%)2
) T(z+7)5 Bz -2+ (z+7)7- 432 — 2)3
g) 3(x—1)2-2- 2z +13+ (. —1)3-3- (22 +1)?-2
h) 2(t+4)3—t)2+ (t+4)%-2(t—3) - (-1)
2<m—%) A(x —4)3 + (x—%)Q-S(:U—KL)Q

)

)
j) 52z —1D* (1 —2)* + (22 —1)>-4(1 —z)? - (—1)

= O

i

(
(
(
(
(
(
(
(
(

2.35 Simplifiez les expressions suivantes.

423  3ry 2= r?—122x+36 22— 16
— X ==+ = (f) X
3y? 7 7 x+4 x—6
2 — 81 x4+ 8 162*  5a?
43 +4x+12 Tr+42  x+6
v-3 x-3 3 y* —4y | 4
x T xz+3 22—-6x+9 y—1 "~ y2—5y+4
25 _ 5(xz+5) 2?2 — 18z +81 (z—6)?
@+ 5) z —5)2 " 2(z—5)* 2236 (z—9)?
ab+a+b+1  b+1 2 -8z —15 2 -9
e+l a+tl 23 82?16z 22— 9z + 18

2.36 Simplifiez les expressions suivantes.

(a) ——— —— H —r 4
2e+1  (2z+1)? (bx —4)®>  (ax —4)°
1 1 z2 223
b _
()$2—17x+72+2(1‘—8) (&) 8x2+x 8r+1
2 + 3 2 3 r+4 322 -9
(C) 2 _ - _ + (h) —
»?+2x—-15 -3 x+5 3z +11  b5z(3z+11)
r+1 z+8 —16 + 36z
d — ) o obT
()a:—|—8 z+1 (1) 9y — 4 10z
() 7x+6 2z 2 . 20a® 104  10a?

— + _
(z—2% (2-2)3  (z—2)? 0) G0a? ~ 60a% T 60ad
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2.37 Simplifiez les expressions suivantes.

(a) (2z+6) - (z—1)—z(z+6)

@1
22 - (22 —9) — 2z - (2% —4) (2® — 4 -
(b) (2 —9)2 <x2 — 9) (=2)

(¢) 423 - (22 — 5)? +2(2z — 5) - 22*
6-6x — (62 —24)-6

(d) (6x)2
(2c+3)—2-(x—1)
(e) (2x + 3)2
22 - (1 +23) — 322 - 2?2
() (14 a3)?
3-(br—4)—5-(3x—4) [3x—4\4
(&) (5m— 4)2 '(5x—4) K
(h) =32z —1)"*- (z—4)-2+ 20 —-1)"3
(0 2-8-2)°—5@8—2)" (=1)-22
((8 —x)°)?
G) 2z- (823 4+ 1)3 +3(8z3 +1)%- 24z - (22 +1)






Chapitre 3

Les équations et les inéquations

3.1 Les équations

Définition 3.1 Une équation est une égalité entre deux expressions mathématiques contenant
une ou plusieurs variables.

Exemple 3.1
Dans chacun des cas ci-dessous, déterminez s’il s’agit d’une équation ou non.
(a) 3+2=5 (c) 1-322=y (e) 3(x—1)=3z-3
(b) 1—2x (d) 3x—1=5 (f) 2e+1=2x+3
Solution :

(a) L’égalité 3 + 2 = 5 n’est pas une équation, car elle ne contient pas de variable. Une égalité
peut étre vraie, comme 3 + 2 = 5, ou elle peut étre fausse, comme 3 — 2 = 0.

(b) L’expression 1 — 2z n’est pas une équation, car elle ne met pas en relation deux expressions.
(c) L’égalité 1 — 322 = y est une équation & deux variables.

(d) L’égalité 3x — 1 = 5 est une équation et elle n’est vraie que si z se voit attribuer la valeur
2. Elle devient alors I’égalité 3 -2 — 1 = 5, qui est vraie. Si on substitue une autre valeur a
la variable, par exemple, —1, I’équation devient 1’égalité 3(—1) — 1 = 5 qui est fausse, car
—4 # 5. Dans ce cas on dira que ’équation est conditionnelle.

(e) L’égalité 3(x — 1) = 3z — 3 est une équation. Elle est vraie quelle que soit la valeur que I'on
attribue a sa variable xz. Dans ce cas, on dira que 1’équation est une identité.

(f) L’égalité 2z + 1 = 2x + 3 est une équation méme si, quelle que soit la valeur que I’on attribue
a sa variable x, elle est fausse. Dans ce cas, on dira que 1’équation est contradictoire.

Définition 3.2 Le domaine ou I’ensemble de référence d’une équation est I’ensemble de
toutes les valeurs qui peuvent étre attribuées a ses variables, que I’'égalité obtenue soit vraie ou
non.

103
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Exemple 3.2
Déterminez ’ensemble de référence de chacune des équations a une variable suivantes.

(a) 3z —1=5 b 2 -1 () VI—3=2z—1

Solution :

(a) L’ensemble de référence de I’équation est R, puisque toute valeur réelle peut étre substituée
a la variable pour obtenir une égalité entre deux nombres réels, que cette derniére soit vraie
ou non.

(b) L’ensemble de référence de 1’équation est R\ {0;3}, puisque toute valeur réelle peut étre
substituée a la variable sauf les valeurs 0 et 3 qui, elles, provoqueraient des divisions par O.

(¢) L’ensemble de référence de I’équation /x — 3 = 2z —1 est [3; 00|, puisque toute valeur située
a lextérieur de cet intervalle, si elle est substituée a la variable, impliquerait une racine paire
d’un nombre négatif.

Attention ! On détermine I’ensemble de référence en excluant des réels
les valeurs qui, substituées a la variable, provoquerait une division par 0
ou une racine paire d’'un nombre négatif.

Définition 3.3 On appelle solution d’une équation & une variable tout nombre réel qui, substitué
a la variable, transforme 1’équation en une égalité qui soit vraie. On dira alors que la solution vérifie
I’équation. L’ensemble solution d’une équation est I’ensemble formé de toutes les solutions de
I’équation.

Exemple 3.3 |
Déterminez si la valeur proposée est une solution de I’équation.
(a) 3z —1=5,z=2 (b) 2 :lle () Ve —3=2x—-1,2=0
r—3 x
Solution :
(a) = =2 est une solution de 3z — 1 =5, car 3(2) —1 = 5.
1
(b) =1 n’est pas une solution de = —, car
r—3 «x
2 2 2
= — = —— = —1
xr—3 =1 1-3 -2
tandis que
1 1
-l o =Z=1
T|r=1 1

(¢) x =0 n’est pas une solution de v/z — 3 = 2z — 1, car 0 n’est pas dans l’ensemble de référence
de I’équation vx — 3 = 2x — 1.

m’x:ﬂ =V=3 ¢ R.
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Définition 3.4 On dit que deux équations sont équivalentes lorsqu’elles ont le méme ensemble
solution. Résoudre une équation consiste a trouver toutes les solutions de cette équation.

Définition 3.5 Une équation est une identité si son ensemble solution est égal a son ensemble
de référence. Elle est conditionnelle si son ensemble solution est un sous-ensemble strict (sans
étre égal a) de son ensemble de référence et elle est contradictoire si elle n’a aucune solution.

C’est a l’aide des propriétés des équations suivantes qu’on résout les équations.

La résolution d’une équation

Pour résoudre une équation, il suffit de la transformer en une équation équivalente plus simple,
de fagon a pouvoir isoler 'inconnue. Pour la transformer, on utilise les propriétés suivantes.
Dans ce qui suit, on suppose que A, B et ¢ sont des expressions & valeurs réelles.

On obtient une équation équivalente lorsqu’on

1. additionne le méme terme aux deux membres d’une équation,
A=B<— A+c=B+c
2. soustrait le méme terme aux deux membres d’une équation,
A=B<«<—= A—-c=B-c¢
3. multiplie les deux membres d’une équation par un facteur différent de zéro,
A=B <= cA=cB (sic#0)

4. divise les deux membres d’'une équation par un facteur différent de zéro,

A:B<:>é:E (si c#0).
©

C

Exemple 3.4 |
On utilise les propriétés 1 et 2 pour éliminer un terme. Par exemple, avec la propriété 1 ou ¢ = 4,

r—4=3 <= x—4+4=3+4
<= =7

et, la propriété 2 ou ¢ = z,

20 =10+ <— 22—2=104+z—2x
~— z =10.

On utilise les propriétés 3 et 4 pour éliminer un facteur. Par exemple, avec la propriété 3 ou ¢ = 5,

F=6 < 5%=56
— z=30

et, avec la propriété 4 ou ¢ = 2,
<~
=

Dans cette section, on s’intéressera particulierement aux équations linéaires et aux équations qui se
transforment en des équations linéaires.



106 CHAPITRE 3. LES EQUATIONS ET LES INEQUATIONS

Définition 3.6 Une équation linéaire en la variable z est une équation pouvant s’écrire sous
la forme
ax+b=0

ou a et b sont des nombres réels et ot a # 0. Autrement dit, une équation linéaire est une équation
polynomiale de degré 1.

Exemple 3.5
1 z—-2 3z-5 1
Résol Péquation linéai B _ 1
ésolvez 1’équation linéaire 3 15 1
Solution :
r+1 x-—2 3z — 5 n 1
2 3 12 4
3(z+1)—2(x—2) Bz —5)+3-1 o
19 on met au dénominateur commun chaque membre de
6 I’équation
3r+3—-2x+4+4 3xr —2 i , L
5 D on développe les numérateurs pour les réduire
T+7 3r — 2 o )
on réduit les numérateurs en regroupant les termes
6 12 semblables
7 3x —2
12 - z _g 12 3312 on multiplie chaque membre par 12
2z +7) 3z — 2 on simplifie les facteurs communs
2x + 14 3r — 2 on développe le membre de gauche
2x 4+ 16 3x on additionne 2 & chaque membre
16 T on soustrait 2z a chaque membre et la réponse est

maintenant évidente !

La solution de I’équation est donc x = 16.
Validation. La valeur « = 16 est bien une solution de ’équation car, si on substitue la valeur 16 a z
dans ’équation, on constate que les deux membres de 1’équation sont égaux.

4+l _ =2 2o 325 41
2 3 lz=16 1207 4lz=16
17 _ 14 ? 316-5 L1
273 7 12 1
23 L 43 ;1
T = 12ti1
23 7 46
6 — 12

Puisque la derniere égalité est vraie, 16 est bien une solution de I’équation.

Exemple 3.6 |
Faites tracer le graphe de chacun des membres de I’équation de I’exemple 3.5,
y:x+1_az—2 ot y:3a:—5+1
2 3 12 4’

dans une méme fenétre graphique de votre calculatrice et donnez une interprétation de la solution

de I’équation
x+1 x—-2 3zr-5 1

2 3 12 4
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Solution :

On fait tracer les graphes correspondant a

$—|—1_CL‘—2 ot & y:3$—5+}
2 3 12 4

dans une méme fenétre de la calculatrice et on constate que les deux courbes s’intersectent au point
de coordonnées (16;3,83).

y:

La solution de I’équation, x = 16, correspond & ’abscisse de ce point d’intersection.
Pour comprendre pourquoi il en est ainsi, on doit se rappeler que résoudre 1’équation
r+1 x—-2 3z-5 1

2 3 12 4
signifie chercher les valeurs de x qui font en sorte que les deux membres de 1’équation,
r+1 x-2 ¢ 3r — 5 + 1
2 3 12 4

sont égaux. Autrement dit, chercher la valeur z ou les ordonnées, y, coincident. C’est bien le cas en
x = 16 car si on substitue la valeur 16 a x dans ’équation, on constate que les deux membres de
I’équation sont égaux

1 z-2 17 14 2
r+1 :—7——:—3%3,83
2 3 e 2 36
«t 3r-5 1 3 1 23
T =2 s o223
12 Al 12746

Il s’agit donc d’une facon graphique de vérifier une solution.

Parfois une équation non linéaire se transforme en une ou plusieurs équations linéaires. Dans le cas
d’équations rationnelles, il faudra s’assurer que les solutions trouvées sont bien dans I’ensemble de
référence (le domaine) de ’équation de départ.

Exemple 3.7
Résolvez les équations rationnelles suivantes.
3 2 5 16 4 6
(a) —+ —

z  22—dz z—4 (b) (x —1)(z+3) a;—1+w+3
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Solution :
(a) Le domaine de I’équation est R\ {0;4}.
§ 2 _ 5
x 2 —4dx z—4
3 2 5 . , .
-4 —— = on factorise les dénominateurs
z  x(r—4) r—4
3(z—4) 2 B bx ¢ o dénominat
2= 2z =1 = Py on met au dénominateur commun
3(x—4)+2 5z . )
_ = — on additionne les fractions
x(x —4) x(x —4)
3(z—4)+2 S

ple—a) 2L o g

on multiplie chaque membre de I’équation

z(z—4] z(z—4] par z(x —4) pour z £ 0 et x # 4
3(z—4)+2 = bz on simplifie les facteurs communs
3r—10 = bz on réduit
—-10 = 2z on soustrait 3x & chaque membre
-5 =z on divise chaque membre par 2

La valeur trouvée appartient au domaine de I’équation. La solution de I’équation est donc

T = —b.
Validation. On vérifie la réponse en la substituant dans I’équation de départ.
3 2 ? 5
v x2—dx|,__5 T —4|,_s
3 2 5
ST T 9
_2% 2 5
45 9
_95 5
9 9
Puisque I’équation est vraie, x = —5 est bien une solution. Elle correspond a I’abscisse du
point d’intersection des courbes d’équations
3 n 2 " 5
= — —_— e = —_—\
Yy 5 Yy r— 4

r x4 —A4x

C’est donc en cette valeur que les deux membres de ’équation (les ordonnées) sont égaux.

f_’,(_\_-)=i+ : 2 77 MY

.\': .‘__.'_ 4 x K
f-l(,:.):;

x—4

~12.2

-

WV
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(b) Le domaine de I’équation est R\ {—3;1}.

4 6 _ 16
x—1+x—|—3 - (r—=1)(z+3)
4(x+3) +6(x—1) 16 L
= ——————— on met au dénominateur commun le membre de
(r—1)(x+3) (r—1)(x+3) gauche
4(x+3)+6(x—1) = 16 on multiplie chaque membre de 1'équation par
(r—1)(x+3), pour ¢ # 1 et z # —3, et on
simplifie les facteurs communs
4r+12+6zx—-6 = 16 on développe
10x4+6 = 16 on réduit en regroupant les termes semblables
10z = 10 on soustrait 6 & chaque membre de ’équation
r = 1 on divise chaque membre par 10

Attention ! La valeur x trouvée ne fait pas partie du domaine de 1’équation.
L’équation ne possede donc aucune solution.

Puisque I’équation ne possede aucune solution, les courbes n’auront aucune intersection.
Validation. On fait tracer les graphes dans une méme fenétre de la calculatrice pour vérifier
que la valeur x = 1 n’est effectivement pas une solution.

: 4

2 ( -
-10
\ @ £1: ( 1, undef )

La résolution d’une équation polynomiale par factorisation
. Si nécessaire, réécrivez ’équation sous la forme p(z) = 0.
. Factorisez le polynéme p(z).

&
1
2
3. Utilisez la regle du produit nul, fixant chacun des facteurs a zéro.
4. Résolvez les équations linéaires de 1’étape 3.

5

. Vérifiez vos solutions algébriquement ou validez graphiquement.

Exemple 3.8
Résolvez les équations suivantes par factorisation.
(a) 22 =Tz —6 (c) 23+ 32% =10z

(b) 322 +9 =12z — 22 (d) 2(z+1)(22—3)%+(2+1)2-2-(22—3)-2 =0
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Solution :

(a)

On écrit d’abord I’équation sous la forme p(z) = 0, 22 = T — 6 <= 2> — Tz + 6 = 0.
?2—Tx+6 = 0
(x—1)(x—6) = 0 on factorise le polynoéme
r—1=0 ou x—6=0 on utilise la régle du produit nul
r=1 ou =6 on résout les équations linéaires

Validation. On substitue les valeurs dans 1’équation de départ et on vérifie que toutes les
équations sont vraies.

12 L 71)-6 < 1 =1

62 £ 7(6)—6 < 36 = 36

En faisant tracer les graphes correspondant & y = 22 et y = 7z — 6, on constate que les
valeurs trouvées sont les abscisses des points d’intersection des deux courbes.

44.96 TV 6.67 Ry

-2.79 05(1,1) 9.20 £7(x)=x2-7- x+6
-8.52 -6.67

Par ailleurs, on remarque que les abscisses des points d’intersection des courbes y = 22 et
y = 7z — 6 sont identiques aux zéros de la courbe y = 2% — Tz — 6.

322 +9 =12z — 2?2 <= 422 - 1224+ 9=0
42 — 12249 = 0

(2z —3)2 = 0 on factorise le polynéme
2r —3 = 0 on utilise la regle du produit nul
x % on résout ’équation linéaire

Validation. En substituant la valeur dans 1’équation de départ, on vérifie que I’égalité est
vraie. ) )
3 2 3 3 63 _ 63
3-(5) +9 = 12-(5)—<§) = ¥ = 7
On peut faire tracer les courbes y = 322 + 9 et y = 122 — 22 pour vérifier que la solution
trouvée correspond bien a ’abscisse du point d’intersection de ces courbes. Fuaites-le.
23+ 322 = 10 <= 2% + 322 — 102 =0

23 +322 - 100 = 0

r(z? +3r—-10) = 0 on met en évidence x

z(z—-2)(z+5) = 0 on factorise complétement le polynéme

z=0ouz—2=0o0uz+5=0 on utilise la régle du produit nul
r=0oux=2oux=-5 on résout les équations linéaires

Validation. On constate que toutes les égalités sont respectées lorsqu’on substitue les valeurs
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trouvées dans ’équation de départ.

10-0 <= 0 =0
10-2 <« 20 = 20
10(=5) <= -50 = =50

0% +3-0?
23 +3.2?
(=5)* +3 - (=5)?

On peut aussi valider graphiquement. Faites-le.

[~ ]l

(d) 11 est intéressant de mentionner que p(z) = 2(z+1)(2z —3)2 4+ (z +1)?-2- (22 —3) -2 est la
dérivée de la fonction f(z) = (z+1)2(2z — 3)2. Trouver les zéros de la dérivée d'une fonction
s’avere tres utile, car cela permet de déterminer les valeurs pour lesquelles la fonction f
atteint un minimum ou un maximum.

2z +1)(2x =32+ (x +1)2-2- (22 -3)-2 = 0
2-(z+1)2x—3)2x -3+ (x+1)-2] = 0 onmeten évidence 2- (z+1)(2z — 3)
2-(z+1)2x—3)[2r —3+2x+2] = 0 on développe
2-(x+1)(2x —3)(4x — 1) = 0 on regroupe les termes semblables
r+1=0o0u2r—3=0o0udzr—1=0 on utilise la régle du produit nul
r=—-louz= % ouzx= % on résout les équations linéaires

Validation. Faites-la.

Exemple 3.9 |
Résolvez chacune des équations suivantes a 1’aide du solveur de votre calculatrice. Pour chacune,
donnez la réponse de la calculatrice suivie de ’ensemble solution de ’équation. Donnez aussi une
interprétation graphique des éléments de I’ensemble solution.

(a) 222 —6=2% -2 +1 (©) 3x2_1:3m3+6$2—x—2
(b) 3(x —5) + 3z =62 — 3 r+2

Solution :

(a) La réponse de la calculatrice est = —1.5517. Puisque cette valeur appartient a ’ensemble
de référence de 1'équation (R), I’ensemble solution est {—1,5517}. La solution correspond a
'abscisse du point d’intersection des courbes y = 222 — 6 et y = 2% — 2 + 1. On remarque
que c’est en cette valeur que les deux membres de I’équation (les ordonnées y) sont égaux.

f11()=2-x2-6 =7’

£12()=x>-x+1
solve(2-x2—6=x3—x+1,t) x=-1.5517
2 x2-6jx=-1.5517010479851  ~1-18445 o (s ie) =t o
x> =x+1j=-1.5517010479851 -1.18445 />

(b) La calculatrice répond false. L’équation est contradictoire, elle n’a aucune solution. Les
courbes y = 3(x — 5) + 3x et y = 6 — 3 ne se croisent pas, elles sont paralléles.
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8714y
“(—\')=3' (.\‘—5)+3- x
£4(x)=6- x-3

-6.69 0.5 9.71

solve(.’r (x-5)+3- x=6- x—S;() false e

(c) La réponse de la calculatrice est true. Cette équation est donc une identité. Toutes les
valeurs de son ensemble de référence sont des solutions de I’équation. Ainsi, R\ {—2} est
I’ensemble solution et les deux courbes sont superposées.

. 31602 m BB ]
Attention ! y = W n’est pas définie en x = —2 tandis que y = 322 — 1 'est
3 2 .
et vaut 11. La courbe y = %H“ a donc un trou en (—2;11).
3 2 true
x0T —x=0
I solve 3-.\'2—1=—,x
x+2
£3(x)=3-x2-1
3 x? - 1pe=-2 kL T —
f)_(\r)=J‘—v"‘
2 ) d f X+2
Lo +box i —x=2 #aae
—_— =-2 x
x+2 f2: ( -2, undef )'

Il est souvent utile de résoudre une équation pour une variable.

Exemple 3.10
Résolvez chacune des équations suivantes pour la variable indiquée.

_ 5 2
(a) PV = ngT, pour T (c) y= lx——;aj’ pour x
n
(b) ['= g pour s (d) 2zy + 2%y’ = y* + 2yy’, pour ¢/

Solution :
(a) On utilise les propriétés des équations pour isoler 7'

PV = nRT
PV RT
- on divise chaque membre de I’équation par nR
nR nR
PV . .
R = T on simplifie les facteurs communs
n
PV
Ainsi T = —.
insi R

(b) L’équation est définie pour R + nr # 0, ce qui implique que r # —%. Sous cette restriction,
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on transforme I’équation rationnelle en une équation linéaire. On isole ensuite 7.

nk
I =
R+ nr
nk . )
(R4+nr)-I = (R+nr)- R on multiplie chaque membre de l’équation par
T (R+nr)
(R+nr)-I = nE on simplifie les facteurs (R + nr) dans le membre
de droite
RI+nrl = nFE on développe
nrl = nE—RI on soustrait RI a chaque membre de 1’équation
nrl (nE — RI) . L
_— = — on divise par nl chaque membre de I’équation
nl nl
nk — RI o
r o= 7 on simplifie les facteurs communs
n

(c) L’équation est définie pour 1 — 3z # 0, c’est-a-dire pour = # % Sous cette restriction, on
transforme d’abord I’équation rationnelle en une équation linéaire. On rassemble ensuite les
termes contenant x d’un c6té de 1’égalité et ceux n’en contenant pas, de l'autre, puis on

isole z.

. dx+2
YT 158
5T + 2 o , .
(1-3z)-y = (1-3z)- on multiplie chaque membre de 1'équation par
1-3z
(1—3x)
(1-3z)-y = bHxr+2 on simplifie les facteurs (1 —3z) dans le membre de
droite
y—3zy = dxr+2 on développe
—3zy—Hr = 22—y on soustrait 5z et y & chaque membre de ’équation
x-(=3y—=5) = 2—y on met z en évidence
9~
r = =Y on divise chaque membre de 1’équation par
=3y =5 (—3y — 5) et on simplifie
_ —(=2+y) . . -
r = — on met —1 en évidence au numérateur et dénomi-
—(3y +95) nateur
y—2 I
= on simplifie les facteurs —1
3y+5

(d) 11 faut rassembler les termes contenant y’' d’un coté de I’égalité et ceux n’en contenant pas,
de Pautre, puis isoler y/'.

2zy + 2%y =y 42y
2%y — 2yy y? — 2zy  on additionne —2zy et —2yy’ A chaque membre de
I’équation
(22 —2y) -y = 9% —2xy onmety en évidence
22
r Y Y . i s . 9
Yy = 272?; on divise chaque membre de I’équation par (x*—2y)
72 —

et on simplifie
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Attention ! On peut résoudre une équation comme 5(z — 3) = 2z pour une variable
S5(rx—3)=2r<=br—15=2x<=3x=15<—z=>5

mais on ne peut pas résoudre une expression comme 5(x — 3) pour une variable.
Argument erroné:

implifiez 5(z — 3).

Argument correct :
Simplifiez 5(z — 3).

5(x —3) =5z —15

Bref, on résout des équations et on simplifie des expressions.

Exercices

3.1 Sans résoudre I’équation, dites si la valeur proposée en est une solution.

@E L s lace B P=2ta= (©) Va=3=5v,2=2

3.2 Résolvez chacune des équations suivantes et préciser s’il s’agit d’une identité, d’une équation
conditionnelle ou d’'une équation contradictoire.

(a) T=x (c) (x+1)2=22+1 (e) 3(x—1)=3x—-3
(b) bz —1=3 (d) (z+1)2=22+22+1 (f) (z+3)?>=2%+6x+10
Utilisez ensuite le solveur de votre calculatrice pour résoudre les équations. Que répond la calcula-

trice lorsqu’il s’agit d’une identité ? Que répond-elle lorsqu’il s’agit d’une équation contradictoire ?

3.3 Tracez le graphe de chacun des membres de I’équation dans une méme fenétre graphique afin
de déterminer s’il s’agit d’une équation conditionnelle, une identité ou d’une équation contradictoire.

(a) 22 =g (c) 2z+3)2 =422+ 122+ 9
(b) 5(z+1)=5x+5 (d) (2 + 3)? = 422 + 122 + 15

3.4 Résolvez chacune des équations suivantes. Vérifiez votre réponse en substituant la valeur
obtenue dans ’équation de départ et, ensuite, a ’aide du solveur de votre calculatrice. Finalement,
faites tracer le graphe de chacun des membres de 1’équation dans une méme fenétre de votre
calculatrice et donnez une interprétation graphique de la solution obtenue.

(a) 4—2x=1 (b) 2(x—3)—17=13—-3(x+2)
(¢) 25—[2+by—3(y+2)]=-32y+5)—BY—1)—3y+3)
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3x xr 39 1 1 3
d) 22 =2 _ 27 42
d) 5 =5-73 (&) T=5% 5
3z xr 5 3 5 1
o2 Z h _
(e) 5 w_lo 2 ():1:+3 2a:+6+:1:—2
z+1 T+ 2 N4 3 7
(f) 3 =5- 7 @) x—l—2+x+5_(x+5)(a:+2)

3.5 Résolvez ’'équation
150(3x) = 75x + 50(10 — 3x)

pour trouver les distances x, 3x et 10 — 3z qui font en sorte que les poids sont en équilibre sur la
barre horizontale illustrée & la figure ci-dessous.

150 N 75 N 50 N
1 [ ]
i 3¢ JENAN 10 m 1

3.6 Résolvez chacune des équations polynomiales suivantes par factorisation, en utilisant la régle
du produit nul. Faites tracer le graphe de chacun des membres de I’équation dans une méme fenétre
graphique de votre calculatrice pour valider vos réponses.

(a) 3% = 2722 (d) 3t* = 24t
(b) 23 -9z =0 (e) 2+ 12y+15 =192 +2y—10
(c) x*+22% - 322 =0 f) (x+1)(x—2)=3z-2

3.7 Résolvez chacune des équations suivantes a ’aide du solveur de votre calculatrice. Pour
chacune, donnez la réponse de la calculatrice suivi de ’ensemble solution de I’équation. Donnez
aussi une interprétation graphique des éléments de I’ensemble solution.

(a) 22 —5=2% -2z +1 (c) 522 =5(z —1)2 + 10z
23 — 4z + 2 —2

b) 222 +1 =

(b) 2% + PR

3.8 Résolvez I’équation pour la variable indiquée.

20— 1
(a) S= % pour C (d) y= 433_ 3, Pour @
1 o nkE
(b) A= ih(B + b) pour h (e) I= R+t nr PO R
c_g (f) 22y + 223yy’ = 4 pour ¢/

(¢c) V=C- TN pour L (g) 2zy3 + 32%y%y = 4y — 1 pour ¥/

3.9 La moitié de la somme de deux nombres est 35. Ecrivez leur produit P en fonction d’un seul
des deux nombres.

3.10 Il a fallu A cm? d’aluminium pour fabriquer une boite de conserve cylindrique fermée & ses
deux extrémités. Si le rayon de la boite de conserve est de r cm, quelle est sa hauteur en fonction
de Aetder?
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3.11 Le volume d’une boite & base carrée, sans couvercle, est de 25600 cm3. Ecrivez Paire A de
cette boite en fonction uniquement de la mesure ¢ du co6té de sa base.

3.12 Un cabanon de 2,5 m de largeur et de 3 m de hauteur est attenant & une maison. On veut
y appuyer une échelle pour atteindre le mur de la maison. Le haut de I’échelle touche le mur de la
maison a une hauteur x du sol et le pied de I’échelle est posé a une distance y du cabanon. Exprimez
la longueur L de I’échelle uniquement en fonction de z.

Rappel. Des triangles semblables ont des cotés correspondants proportionnels.

(9
'e@“z\\ Hx

3 cabanon
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3.2 Les problémes narratifs

Le tableau suivant résume la démarche a suivre pour poser en équations les problemes narratifs
abordés dans ce cours. Il sera aussi utile dans les sections subséquentes pour les inéquations et les
systemes d’équations.

La meilleure fagon d’apprendre a résoudre des problémes narratifs est de lire des exemples et d’en
faire beaucoup !

TABLEAU 3.1 — Marche a suivre pour aborder un probleme narratif

Etape ‘ Quoi faire

1. Lire I’énoncé e Encadrer la ou les questions.

e Surligner les mots clés et les indicateurs de relations.

2. Débroussailler Relire et synthétiser schématiquement (a l'aide d’un
croquis, d’un diagramme, etc.).

e Qu'est-ce qu’on a? (incluant les contraintes)

e Qu’est-ce qu’on veut ?

Faire ressortir une relation (début de la construction
de I’équation).

3. Traduire en langage mathématique Définir clairement ses variables et poser une équation
qui décrit la relation. Il y a peut-étre une formule
connue utile.

Utiliser les contraintes du probleme pour réduire le
nombre de variables de la relation et obtenir, si pos-
sible, une relation a une seule variable.

Vérifier que les unités sont compatibles.

4. Résoudre Résoudre ’équation, I'inéquation ou le systeme d’équa-
tions.
5.  Compléter les informations Calculer les informations manquantes (habituellement,

ceci se fait a 'aide des contraintes).

6. Valider Valider la réponse a la lumieére des informations de
I’énoncé. Est-ce que les valeurs trouvées ont du sens
dans le contexte ? Sont-elles plausibles ?

7. Relire I’énoncé et répondre a la ou les questions

Exemple 3.11
Un skieur de fond passe par un certain endroit en filant & une vitesse constante de 5 km/h. Une
dameuse, qui trace les pistes, passe par le méme endroit 40 minutes plus tard et suit les traces du
skieur. Quelle est la vitesse de la dameuse si elle rattrape le skieur en 35 minutes ?
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Commentaires au sujet des hypothéses de modélisation.

Dans les problémes narratifs de ce type, plusieurs hypotheses sont faites afin de simplifier le
probléme. On veut s’initier a la mise en équation et résoudre des problémes a l’aide des outils
qui sont & notre portée. On suppose donc ici, par exemple, que le skieur file a vitesse constante.
On peut s’imaginer qu’elle correspond a la vitesse moyenne du skieur sur son parcours. On fait de
méme pour la vitesse de la dameuse.

v (km/h)
A

N\ Umoy = €

\VAVAS

N o= O
; ; ;
t t t

t (h)

Solution :

Etape 1. Lire ’énoncé

On lit I’énoncé, on surligne les indicateurs de relations et on encadre la question. On préte une
attention particuliere aux mots qui suggerent une égalité.

Un skieur de fond passe par un certain endroit filant & une vitesse constante de 5 km/h.
Une dameuse, qui trace les pistes, passe par le méme endroit 40 minutes plus tard et

suit les traces du skieur. ‘ Quelle est la vitesse de la dameuse | si elle rattrape le skieur en
35 minutes ?

Etape 2. Débroussailler
On relit la question et on synthétise les informations. A cette étape, on utilise un langage hybride
frangais-mathématiques.

BT T -
st Sy, dui e
% 7 M@ V=7 H135men
=,
pare o st A -
Juatiape .on 35mr7

LR Mt?f&%fdiﬁ’%wzf 7 ({»0/6{2{4&: d/@/ﬂzm&

La relation est obtenue du fait que les distances parcourues par le skieur et la dameuse sont égales.

dskieur = ddameuse

Etape 3. Traduire en langage mathématique

On formalise les informations qui ont été colligées a I’étape 2 en définissant d’abord le role de nos
variables.

— d représente la distance parcourue

— v représente la vitesse

— t représente le temps de parcours

La relation qui existe entre la vitesse v (moyenne) d’un objet qui parcourt une distance d en un
temps t est v = %. On en déduit, en résolvant cette équation pour d, que d = v - t.
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On code les informations colligées a 1’étape 2 a 'aide des variables qu’on a définies et la formule
pour la distance ci-dessus. On utilise une notation qui aidera a suivre notre pensée. On en profite
pour s’assurer de la cohérence des unités.

dskieur = Uskieur * Uskieur
= (5 km/h) - (75 min)
— G km/h) (5 b)
= % km

ddameuse =  Udameuse * tparcours
(v km/h) - (35 min)
(v km/h) - (5 h)

= %’ km

Si v désigne la vitesse de la dameuse, puisque dggieur = ddgameuse, 0N doit résoudre I’équation suivante

pour v.
T

12 12
Etape 4. Résoudre
75 v 12 75 75
— = —<=v=—--—=—~10,7Tkm/h
B VT s ST
Etape 5. Compléter les informations
Aucune autre information n’est demandée.

Etape 6. Valider

On peut vérifier par calcul que v = 7—75 est bien solution de I’équation % = % :
Tv 75
12{,-1 12

et une vitesse de v = 7—75 ~ 10,7 km/h ne semble pas excessive dans le contexte. Plus la dameuse

travaille lentement, mieux les pistes seront tracées!
Etape 7. Relire 1’énoncé et répondre a la ou les questions

La vitesse de la dameuse est donc d’environ 11 km/h. ‘

Exemple 3.12 |
Trouvez les dimensions d’un rectangle dont le périmetre est de 60 m et dont la longueur mesure
5 metres de moins que sa largeur.

Solution :
Etape 1. Lire I’énoncé

Trouvez |’aire d’un rectangle‘ dont le périmetre est de 60 m et dont la longueur mesure

5 metres de moins que sa largeur.

:I ﬁf{%uﬂ Wk —HEm
o
szumfm? 6Om
qelatoc

Etape 2. Débroussailler
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Etape 3. Traduire en langage mathématique
On pose x = la largeur du rectangle (en m) et y = sa longueur (en m).

La relation est donc 60 = 2x + 2y sachant qu’il y a comme contrainte y = x — 5.
Par substitution, la relation devient 60 = 2x + 2(z — 5)
Etape 4. Résoudre
60 =2z +2(x —5) <= 60=2z+2zx— 10
— 70=A4x

_ 70 _ 35 _

Etape 5. Compléter les informations

Pour avoir les dimensions du rectangle, on calcule la longueur du rectangle a ’aide de la contrainte
Yy=x — 5|$:17’5 = 12,5 m.

Ainsi, c =175 met y = 12,5 m.

Etape 6. Valider

La contrainte y = x — 5 est bien satisfaite puisque 17,5 — 5 = 12,5 et le périmetre est bien 60 m
puisque 2 -17,54+2-12,5 = 60.

Etape 7. Relire I’énoncé et répondre a la question

Les dimensions du rectangle sont 17,5 m par 12,5 m.

Exemple 3.13
Un chimiste doit mélanger une solution acide a 15 % avec une solution acide & 42 % afin d’obtenir
10 litres d’une solution & 33 %. Quels volumes de chacune des solutions doit-il mélanger afin d’obtenir
la solution voulue ?

Solution :
Etape 1.

Un chimiste doit mélanger une solution acide & 15 % avec une solution acide & 42 % afin

d’obtenir 10 litres d’'une solution a 33 %. ‘Combien de litres de chacune des solutions\
doit-il mélanger afin d’obtenir la solution voulue ?

Etape 2. La relation est obtenue du fait que la combinaison des deux solutions doit donner 10 L
d’une solution a 33 %. Ainsi,

volume total (L) 10L = volumedelasol. 415%  + volume de la sol. & 42%
quantité d’acide (L) | 0,33-10 = 0,15-vol. de la sol. &4 15% + 0,42-vol. de la sol. a 42%

Etape 3. On formalise les informations colligées & 1’étape 2 en définissant nos variables.
— x (en litres) représente le volume de la solution & 15 % utilisé dans le mélange.
— 1y (en litres) représente le volume de la solution & 42 % utilisé dans le mélange.

volume total (L) 10 = x + Y contrainte
quantité d’acide (L) 0,33 -10 0,15z + 0,42y équation

L’équation a résoudre est donc 3,3 = 0,15z + 0,42y sachant que = + y = 10.
On réduit le nombre de variables de 1’équation en résolvant la contrainte pour y

y=10—=x
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et on substitue dans I’équation
3,3 = 0,152 + 0,42(10 — z)

Etape 4. On résout 1'équation.

3,3 = 0,15z +0,42(10 — 2) <= 330 = 152 + 42(10 — z)
< 330 = 1bx + 420 — 42z
<— 0=90-27x

<— 27z =90

= = 13—0 =33

Etape 5. On compléte les informations.
Puisque x = 13—0, on calcule y = 10 — % = % 6,6.

Etape 6. On valide.

A-t-on bien 10 L de solution ? Oui, car x +y = 1—30 + % = % = 10.

A-t-on bien la concentration voulue ? Oui, car 0,15 - 13—0 + 0,42 - 2—?? =0,5+2,8 =3,3.

Etape 7. On relit la question et on y répond.

Il doit donc mélanger 3,3 L de la solution & 15% et 6,6 L de la solution & 42%‘

Exemple 3.14
Une pompe prend 3 heures de moins qu’une autre pour remplir un réservoir. Utilisées ensemble, les
deux pompes peuvent remplir le réservoir en 2 heures. Combien de temps faut-il a chaque pompe
pour remplir le réservoir, si elle est utilisée seule ?

Solution :
Etape 1.

Une pompe prend 3 heures de moins qu’une autre pour remplir un réservoir.
Utilisées ensemble, les deux pompes peuvent remplir le réservoir en 2 heures.

Combien de temps faut-il & chaque pompe pour remplir le réservoir |, si elle est utilisée

seule ?

Etape 2. Dans ce genre de probleme, ou plusieurs acteurs contribuent a ’achevement d’une tache
en un certain temps, un bonne stratégie est de déterminer la portion du travail qui sera accomplie
par chacun en une heure.

Pompe 1 Pompe 2 Pompes ensembles
Temps pour remplir le réservoir tpomper N | tpompe; +3 h 2h
. , . . 1 1 1
Fraction du réservoir remplie en 1 h C— — 5
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En une heure:
Fraction remplie par pompe 1 + Fraction remplie par pompe 2 = Fraction remplie par les deux pompes.

Etape 3. On définit la variable et on écrit ’équation.
On pose t le temps pris par la pompe 1 pour remplir seule le réservoir (en h).
1 1 1

t+t+3_2

Etape 4 On résout I'équation.
1 1 1 t+3+¢ 1

t+t+3_2

tt+3) 2
2t+3 1

tt+3) 2

2(2t +3) = t(t + 3)

4t +6 =>4+ 3t
0=1t>+3t—4t—6
0=1t>—t—6

0= (t+2)(t—3)
(t+2)=0 ou (t—3)=0
t = —2 (arejeter) ou t=3

[ A A

Etape 5. On compléte les informations.

Sit=3,alorst+3=6.

Etape 6. On valide.

On peut vérifier que les deux pompes remplissent la moitié du réservoir en une heure.
1 1 11 2 1 3 1

t+t—|—3t:3_3+6_6+6_6_2

Etape 7. On lit la question et on y répond.

Il faut 3 h a la premiére pompe pour remplir seule le réservoir et 6 h a 'autre. ‘
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Exercices

3.13 En 1970, 'URSS entreprit de creuser un puits dans la crofite terrestre de la péninsule de
Kola. En 24 ans de forage, le puits a été creusé a plus de 12 km de profondeur.

Les ingénieurs qui dirigeaient le projet ont constaté qu’a partir d’'une profondeur de 3 km, la
température T’ dans le puits semblait augmenter d’environ 0,8 °C a tous les 100 métres.

(a) Sila température a 3 km de profondeur est de 30 °C et z est la profondeur en km, donnez
I’équation de la température T en fonction de x pour une profondeur de plus de 3 km.

(b) A Tlaide de 'équation obtenue en (a), estimez la profondeur a laquelle la température
atteindrait 40 °C.

(c) La température observée a 12 km de profondeur a surpris les experts puisqu’elle était de
180 °C. Que prédisait ’équation trouvée en (a)?

3.14 Une chimiste doit préparer une solution d’alcool & 20% en diluant 300 mL d’une solution &
30%. Quel volume d’eau doit-elle ajouter ?

3.15  Un réservoir est formé d’un cylindre droit de 12 metres de diametre surmonté d’un toit en
forme de cone. Une coupe latérale est illustrée a la figure ci-dessous. La hauteur du toit est la moitié
de la hauteur du cylindre et le volume total du réservoir est 1000 m3. Quelle est la hauteur de la
partie cylindrique du réservoir ?

(NI

h m

12 m

3.16 A 16 h, deux cyclistes se dirigent I'un vers ’autre a partir de deux endroits distants de 50 km.
Si leurs vitesses moyennes respectives sont 18 km/h et 22 km/h, a quelle heure se rencontreront-ils 7

3.17 Un bateau parcourt une certaine distance en 25 minutes a contre-courant. Sa vitesse propre,
c’est-a-dire sans l'effet du courant, est de 30 km/h. Le trajet de retour lui prend 18 minutes. Quelle
est la vitesse du courant ?

3.18 Lorsque sa fille Mathilde I’a nargué (elle I'a traité de vieux) parce qu’il en avait trois fois
I’age, Gérard a réagi en répondant: « Ah, mais dans 12 ans je n’aurai que deux fois ton age. »

Quel age a-t-il lorsqu’il lui répond ainsi ? Quel dge a Matilde a ce moment 1a?
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3.19 Durant une période de promotion, une entreprise a trouvé que son site Internet était visité
autant de fois le premier jour que pendant les deuxiéme et troisieme journées réunies. La premieére
journée, le site a été visité 4 fois plus que pendant la troisieme journée. La deuxiéme journée, il a
été visité 4000 fois de plus que la troisieme journée. Déterminez combien de fois le site a été visité
le premier jour, le deuxiéme jour et le troisieme jour.

3.20 Un tremblement de terre émet des ondes primaires d’une vitesse de 8 km/s et des ondes
secondaires d’une vitesse de 5 km/s. A quelle distance de I’épicentre se trouve la station sismique
si ’onde secondaire arrive a la station sismique 2 minutes aprés la primaire 7

3.21 Jean pellette 'entrée chez sa mere en 2 heures tandis que Carmen, la mére de Jean, y met 3
heures. En travaillant ensemble, combien de temps mettraient-ils pour pelleter '’entrée de Carmen ?

3.22 Lorsque les rayons issus d’un point d’un objet traversent une lentille convergente, ils sont
déviés par celle-ci et convergent vers un point image.

axe optique

lentille

La relation entre la distance du point de l'objet a la lentille (d,), la distance du point image a la
lentille (d;) et la distance focale (f) est donnée par 1’équation suivante.

1 1 1

+ ==
do d; f
(a) Considérant une lentille dont la distance focale est de 2 cm, résolvez I’équation pour d;.

(b) Pour cette longueur focale, a quelle distance de la lentille se formera 'image d’un point situé
adm?

3.23  Un ébéniste fabrique les armoires d’une cuisine en 10 jours. Avec ’aide de son employé, le
méme travail prend 6 jours. Combien de temps ’employé prendrait-il §’il fabriquait les armoires
seul 7

3.24  Un photocopieur de nouvelle génération imprime deux fois plus vite qu’un autre plus ancien.
Ensemble, les deux photocopieurs prennent 10 minutes a produire un certain nombre de copies.
Combien de temps faudrait-il & chaque machine pour faire le méme travail seule ?

3.25 Des amis décident de louer un chalet et de se séparer également les 1200 $ que cofite la
location. La veille du départ, deux d’entre eux doivent se désister. Sans la contribution de ces
derniers, les autres calculent qu’il leur en cotitera 50 $ de plus par personne. Combien sont-ils &
payer pour le chalet et quel montant doivent-ils défrayer chacun ?
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3.3 Les inéquations linéaires

Définition 3.7 Une inéquation est une inégalité entre deux expressions mathématiques
contenant une ou plusieurs variables.

Exemple 3.15
Dans chacun des cas ci-dessous, déterminez s’il s’agit d’une inéquation ou non.

(a) dz+7<15 (c) T<1+42
(b) 8 >3x—1 (d) 2<3x—-1<8
Solution :

(a) L’inégalité 4x 4+ 7 < 15 est une inéquation.
Elle est vraie lorsque 4z — 7 a une valeur inférieure ou égale a 15, ce qui est le cas lorsqu’on
attribue a la variable n’importe quelle valeur réelle inférieure ou égale a 2.

(b) L’inégalité 8 > 3z — 1 est une inéquation.
Elle est vraie lorsque 8 est strictement supérieur a la valeur de 3x — 1, ce qui est le cas
lorsque la variable prend n’importe quelle valeur réelle strictement inférieure a 3.

(c) L’inégalité 7 < 1 + 2 n’est pas une inéquation, car elle ne contient pas de variable. De plus,
cette inégalité est fausse.

(d) L’inéquation composée 2 < 3x — 1 < 8 consiste en une combinaison des inéquations
2<3x—1cet 3z —1 < 8. Elle est vraie lorsque 'on attribue a la variable une valeur pour
laquelle les deux inégalités sont vraies. |

Définition 3.8 Le domaine ou ’ensemble de référence d’une inéquation est ’ensemble de
toutes les valeurs qui peuvent étre attribuées a ses variables, que I’inégalité obtenue soit vraie ou
non.

Exemple 3.16
Déterminez I'ensemble de référence de chacune des inéquations suivantes.
(a) 62 —5<7z—10 DEEY () Vz—1<3

Solution : v

(a) L’ensemble de référence d’une inéquation linéaire est toujours R, puisque chaque membre
de I'inéquation est un polyndéme de degré 1 qui est défini pour toute valeur réelle qu’on
substitue a la variable. L’inégalité obtenue peut étre vraie ou non.

(b) L’inéquation 1 > 2 n’est pas linéaire. Son ensemble de référence est R \ {0}, puisque toute
valeur réelle peut étre substituée a la variable sauf la valeur 0 qui, elle, provoquerait une
division par 0.

(c) Encore une fois, ce n’est pas une inéquation linaire. L’ensemble de référence est [1;00],
puisque toute valeur située a ’extérieur de cet intervalle, si elle est substituée a la variable,
impliquerait une racine paire d’'un nombre négatif. |




126 CHAPITRE 3. LES EQUATIONS ET LES INEQUATIONS

Définition 3.9 On appelle solution d’une inéquation & une variable tout nombre réel qui,
substitué a la variable, transforme ’inéquation en une inégalité qui soit vraie. On dira alors que
la solution vérifie 'inéquation. ’ensemble solution d’une inéquation est I’ensemble formé de
toutes les solutions de I'inéquation. Cet ensemble est habituellement décrit par un intervalle.

Exemple 3.17
Déterminez si la valeur proposée est une solution de I’inéquation.

(a) 20 —2<bzx+1,z=3 () Ve +3>2,z=-4
(b) 2 > 10,2 =5 (d) vV2r+3<-2,2=0
Solution :

(a) = 3 est une solution de l'inéquation, car 2z —2|,_4 = 4 et b —2|,_4 = 13 et 4 est
inférieur ou égal a 13.

(b) * = 5 n’est pas une solution de 'inéquation, car 2(5) = 10 et cette valeur n’est pas
strictement supérieure a 10.

(¢) & = —4 n’est pas une solution de v/x + 3 > 2, car cette valeur n’appartient pas a ’ensemble
de référence de l'inéquation. En effet, v/x + 3[{}6:74 =v-1¢R.

(d) = = 0 appartient a ensemble de référence de I'inéquation, mais n’en est pas une solution,
car 1/2(0) + 3 = /3 et cette valeur n’est pas inférieure a —2.
En fait, ’ensemble solution de /2x + 3 < —2 est vide, parce qu'une racine paire n’étant
jamais inférieure a un nombre négatif, I'inégalité est fausse pour toute valeur réelle qui
pourrait étre substituée a la variable. |

Définition 3.10 On dit que deux inéquations sont équivalentes lorsqu’elles ont le méme
ensemble solution. Résoudre une inéquation consiste a trouver toutes les solutions de cette
inéquation.
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La résolution d’une inéquation

Pour résoudre une inéquation, il suffit de la transformer en une inéquation équivalente plus
simple, de fagon a pouvoir isoler I'inconnue. Pour la transformer, on utilise les propriétés
suivantes. Dans ce qui suit, on suppose que A, B et ¢ sont des expressions a valeurs réelles.
On obtient une inéquation équivalente lorsqu’on

1. additionne le méme terme aux deux membres d’une inéquation,
A<B<+<=A+c<B+c
2. soustrait le méme terme aux deux membres d’une inéquation,
A<B<—=A—-c<B-c
3. multiplie les deux membres d’une inéquation par un facteur strictement positif,
A<B<=cA<cB (sic>0)

4. divise les deux membres d’une inéquation par un facteur strictement positif,

A B
A<B¢$;<; (sic>0)

5. multiplie les deux membres d’une inéquation par un facteur strictement négatif et on
change le sens du symbole d’inégalité,

A<B<=cA>cB (sic<0)

6. divise les deux membres d’une inéquation par un facteur strictement négatif et on change
le sens du symbole d’inégalité,

A _ B
A<B¢¢z>z (sic<0)

Ces propriétés sont aussi valides si on change le symbole < pour <, > ou >.

Exemple 3.18 |
Résolvez les inéquations. Vérifiez graphiquement la validité de ’ensemble solution trouvé en faisant
tracer les membres de I'inéquation dans une méme fenétre graphique.

20 — 2 11 3z —1 3 8
() o+ > T (b) —4< 22

<7

Solution :

(a) On commence par une mise au dénominateur commun.
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20 — 2 n 11 S 3xr—1
3 6 2
2. (22 —2)+11 3z —1 L
> on met au dénominateur commun le
6 2 membre de gauche de I'inéquation
dor + 7 3z —1 , oo
6 > 5 on développe et on réduit
dx + 7 3x —1 o
6 - G > 6- 5 on multiplie chaque membre par 6
dr+7 > 9z -3 on simplifie
—5x > -—10 on soustrait 7 et 92 & chaque membre
—5x —10 o )
_— < — on divise par —5 chaque membre, ce qui
=5 =5 inverse le sens de 'inégalité
r < 2 on simplifie

L’ensemble solution de I'inéquation est | — oo; 2].
Validation. Lorsqu’on trace les droites

20— 2 11 3z —1

ety =
3 T vV 2

dans un méme graphique, on constate que la premiére droite est au-dessus de la deuxiéme
pour x €] — oo;2[. Pour tous les = dans cet intervalle, la valeur de 222 4 % est donc
strictement supérieure a celle de % Les termes sont égaux au point d’intersection, (2;2,5),
mais son abscisse ne fait pas partie de ’ensemble solution.

y:

(b) On résout cette inéquation composée en appliquant & ses trois membres les opérations qui

permettent d’isoler la variable dans le membre du centre.

4 < 3xr+8 7
2
3z +8 - . .
2(-4) < 2- 5 < 2(7) on multiplie chaque membre de I'inéquation par 2
-8 < 3r+ 8 < 14 on simplifie
—8—-—8 < 3r+8—-8 < 14 —8 on soustrait 8 & chaque membre
—16 < 3x < 6 on réduit
—16 3x 6 o
— < - < = on divise par 3 chaque membre
3 3 3
16
-3 < T < 2 on simplifie

L’ensemble solution de I’inéquation est {—?; 2 {
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Validation. En tragant les droites dans un méme graphique, on constate que la droite y = @

est au-dessus de la droite y = —4 et sous la droite y = 7 pour x € [—%; 2[. Pour tous les

x dans cet intervalle, la valeur de y = # est effectivement supérieure ou égale a —4 et
strictement inférieure a 7. Il y a égalité aux points d’intersection, mais seule 1’abscisse du
point (—%; — ) fait partie de I’ensemble solution.

On utilise les grandes lignes de résolution décrites au tableau 3.1 pour aborder les problemes narratifs
menant a des inéquations.

Exemple 3.19 |
Comme vous étes amateur de plein air, vous visitez réguli¢rement les parcs de la SEPAQ (Société
des établissements de plein air du Québec). Le réglement de la SEPAQ oblige tous les visiteurs &
payer un acces journalier aux parcs pour chaque nuitée de camping.

Comme chaque année, vous vous questionnez a savoir s’il est plus avantageux d’acheter la carte
annuelle!, qui donne acces & tous les parcs (77,75 $), ou de payer I’acces journalier & 8,60 $/jour.
Avec la carte annuelle, vous bénéficiez d’un rabais de 15 % sur le prix régulier de 36,25 $/nuitée de
camping.

A partir de combien de nuitées de camping, est-il plus avantageux de payer une carte d’acces
annuelle ?

Solution :
Etape 1. Lire I’énoncé

A partir de | combien de nuitées | de camping, est-il plus avantageux de payer une carte
d’acces annuelle ?

Etape 2. Débroussailler

Résumé des différents tarifs:

— carte annuelle: 77,75 $

— carte d’acces journalier: 8,60 $/jour (payable pour chaque nuitée de camping)
— site de camping, régulier: 36,25 $/nuitée

— site camping, prix réduit: 36,25 — 0,15 - 36,25 = 0,85 - 36,25 = 30,8125 $/nuitée
On veut savoir a partir de combien de nuitées de camping

colits de camping avec carte annuelle < cofits sans carte annuelle.

Etape 3. Traduire en langage mathématique

i. Les tarifs sont de 2019.
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On doit comparer les cofits sans connaitre le nombre de nuitées de camping. On pose donc

x = le nombre de nuitées de camping

et on calcule les colits associés
— avec la carte annuelle:

77,75+ 0,85 - 36,25 = 77,75+ 30,8125x
$ .
$+ jour *jours

$+85=3

— sans la carte annuelle:
36,25z + 8,60r = 44,85x

$
jour

$

- jours

Etape 4. Résoudre
On résout I'inéquation 77,75 + 30,8125z < 44,85z pour x.

77,75 + 30,81252 < 44,852 <= x > 5,54

Etape 5. Compléter les informations

Aucune autre information n’est demandée.

Etape 6. Valider

Ce résultat est plausible dans le contexte, car si on campe 6 nuits, les cofits associés seraient :

— avec la carte d’acces annuel : 77,75 + 30,8125x|,—¢ ~ 262,53 $

— sans la carte d’acces annuel : 44,85x|,—¢ = 269,10 $

Il est effectivement plus avantageux de prendre une carte d’acces annuelle si on campe 6 nuits ou
plus.

Etape7. Relire ’énoncé et répondre a la ou les questions

A partir de 6 nuitées de camping, il est plus avantageux de se procurer une carte annuelle.

Exemple 3.20 |
Comme vous visitez les parcs de la SEPAQ tous les ans, vous aimeriez trouver une formule qui
permettrait de connaitre, selon les tarifs en vigueur une année, a partir de combien de nuitées de
camping, il est plus avantageux d’acheter la carte annuelle a a $ que de payer I’acces journalier a
J $/jour.

Sachant qu’avec la carte annuelle, vous bénéficiez d’un rabais de r % sur le prix régulier de ¢ $/nuitée
de camping, trouvez une formule, en a, j, r et ¢ qui permet de déterminer rapidement & partir de
combien de nuitées de camping, il est plus avantageux de payer une carte d’acces annuelle.

Solution :

Résumé des différents tarifs:

— carte annuelle: a $

— carte d’acces journalier: j $/jour (payable pour chaque nuitée de camping)
— site de camping, régulier: ¢ $/nuitée

— site camping, prix réduit: ¢ —r-c = (1 —r) - ¢ $/nuitée

On veut savoir & partir de combien de nuitées de camping

colits de camping avec carte annuelle < cofits sans carte annuelle.
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Comme a I’exemple 3.19, on doit comparer les cofiits sans connaitre le nombre de nuitées de camping.
On pose donc
x = le nombre de nuitées de camping

et on calcule les cofits associés.

— avec la carte annuelle: a+ (1 —7r)-c-x

— sans la carte annuelle: cx + jx = (¢ + j)z

On résout 'inéquation suivante pour z.
a+(1—r)-c-z<(c+j)x

a+(1—r)-c-x<(c+j)r < a+cx—rcx <cr+jr on développe

— a<jr—+rcr on soustrait cx et on additionne rcz
= a<z(j+rc) on met z en évidence
= 3 T <@ on divise par j + rc

Ainsi, lorsque le nombre de nuitée de camping prévu est plus grand que
a

j+re’

il est plus avantageux d’acheter la carte annuelle.

Attention ! Dans l'inéquation a + (1 —7) - c¢-z < (¢ + j)x, les lettres a, j, ¢ et r sont des
parametres qui caractérisent respectivement le tarif de la carte annuelle, le tarif journalier,
le nombre de nuitées de camping et le rabais pour une nuitée de camping lorsqu’on détient une
carte annuelle. Elles sont considérées comme des constantes dans le cadre d’'une année.

Validation. On vérifie que cette formule généralise bien le résultat obtenu a I’exemple 3.19.

a

- ~ 5,54.
J +TCla=7775,j=8,60,c=36,25,r=0,15
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Exercices

3.26  Représentez les ensembles suivants sur la droite réelle.

(a) {-1;3} (b) [-1;3] (c) {23;5} (d) ]2,3;5]

3.27 Sans résoudre l'inéquation, vérifiez si 0 en est une solution. Résolvez ensuite 'inéquation
et représentez ’ensemble solution sur la droite réelle. Votre solution est-elle cohérente avec votre
conclusion concernant la valeur 07?7

—4  x—2 5

(a) 3—bxr<2x—3 z > el

(©) 0525 *13

3x 1 T 4xr — 3 20 — 1
- > - >

(b) 10+1_5 10 (d) 6 +22 12

3.28 Résolvez chacune des inéquations suivantes. Vérifiez graphiquement chacune de vos réponses
en faisant tracer les deux membres de 'inéquation dans une méme fenétre graphique.

(a) 3x+5>2 (e) 32z +1)—5x>z+1
(b) b —4 <2z +1 (1) 2:U+3 1;xSx;1
o ixf(25x+1)<3;2$ (g) 2(4 3z) —5(z+1) < 5—3(22 — 1)
@ —123-3 (h) 42 —2(3z+1)>1— 22

3.29 Résolvez chacune des inéquations suivantes en isolant la variable au centre. Vérifiez
graphiquement votre réponse en faisant tracer les trois membres de 'inéquation dans une méme
fenétre graphique.

(a) —1<3x+2<4 (b) =5 < 2H <1 (c) =3 <222 <2

3.30 Selon 1'Organisation mondiale de la santé, l'indice de masse corporelle’! (IMC) est un
moyen simple de mesurer 1'obésité dans la population. Il correspond au poids de la personne (en
kilogrammes) divisé par le carré de sa taille (en metres).

Une personne dont 'IMC est situé entre 18,5 et 25 est considérée comme ayant un poids santé, tandis
qu'une personne dont 'IMC est égal ou supérieur a 25 est considérée comme étant en surpoids.
Lorsque 'IMC d’une personne est égal ou supérieur a 30, elle est généralement considérée comme
obeése.

(a) Si un homme mesure 1,83 m et pese 125 kg, est-il obese ?
uel poids peut avoir une personne de 1,69 m pour qu’on la considére comme ayant un poids

b) Quel poid t i de 1,69 "on 1 ide t id
santé ?

(¢) Quelle est la formule pour calculer 'IMC pour un poids donné en livres et une taille donnée
en pouces ?

(d) A partir de quel poids, en livres, une personne mesurant 5 pieds 11 pouces est-elle considérée
obese ?

ii. https://www.who.int/topics/obesity/fr/
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3.31  Quoi choisir ?

(a) En 2019, prendre le métro de Montréal cotitait 3,50 $§ pour un passage unique. On pouvait
aussi acheter un titre Week-end illimité a 14 $. Combien de fois devait-on prendre le métro
en payant 3,50 $ par passage pour qu’il soit avantageux d’acheter un titre Week-end illimité ?

(b) Si une année, prendre le métro de Montréal cotlite p $ pour un passage unique et a $ pour le
titre Week-end illimité, combien de fois doit-on prendre le métro, en payant selon le nombre
de passages, pour qu’il soit plus avantageux d’acheter un titre Week-end illimité?

3.32  On peut louer une voiture pour 50 $/jour plus 16 ¢/km (forfait A) ou pour 25,65 $/jour plus
41 ¢/km (forfait B). Combien de kilometres doit-on parcourir dans la journée pour que le forfait A
soit plus économique que le forfait B 7
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3.4 Les équations et les inéquations ayant des valeurs absolues

Les équivalences suivantes servent a résoudre des équations et inéquations comprenant des valeurs

absolues.

La résolution d’une équation ou d’une inéquation comportant une valeur absolue

Soit ¢ > 0 et = un nombre réel quelconque.

l. |z|=c<=z=—-couz=c
Interprétation
Le nombre z est a une distance ¢ de l'origine,
|x| = |x — 0] = ¢. Seuls les nombres z = —c et

x = c sont des solutions de cette équation.

Dzl <e<s= —c<z<c

Interprétation

Le nombre z est a une distance inférieure a ¢ de
Vorigine, |z| = |z — 0| < ¢. Ainsi, tout nombre x
appartenant a l'intervalle | — ¢; ¢[ est solution de
cette inéquation.

x| >ece=r < —couz>c

Interprétation
Le nombre x est a une distance supérieure
a ¢ de lorigine, |z|= |z —0] > c. Ainsi, tout

nombre xz appartenant a ['union d’intervalles
] — 005 —c[U]c; 0o] est solution de cette inéquation.

c unités ¢ unités
1 (| (|
I > >

L 2 + L
= —c 0 Tr=c

c unités ¢ unités

c unités ¢ unités

Exemple 3.21

Résolvez chacune des équations et inéquations suivantes.

(a) Jo] =3 () Jo—2 =1
(b) |z <5 (d) [z +1] <3
Solution :

(e) |3z —4| >2

(a) Selon la propriété 1, I'équation || = 3 est équivalente a la paire d’équations

r=-3 ou x=3.

L’ensemble solution est donc {—3;3}.

Validation. 11 s’agit bien des nombres qui sont a une distance de 3 de l'origine.
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(b) Par la combinaison des propriétés 1 et 2, I'inéquation |z| < 5 est équivalente a

—5<x <5

L’ensemble solution est donc l'intervalle [—5;5], qui comprend tous les nombres dont la
distance a l'origine est inférieure ou égale a 5.

I 5 ] 5 |
I 1 1

—+—@ *—
—-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6

L’interprétation de ’équation indique que les nombres cherchés sont situés a une distance
de 1 du nombre 2.

Ces solutions s’obtiennent en utilisant la propriété 1 pour résoudre algébriquement I’équa-
tion, ol |z — 2| = 1 est équivalent a

r—2 = -1 ou r—2 =1
<= xr = 1 ou r =

L’ensemble solution est donc {1;3}.

L’inéquation |z + 1| < 3 peut étre écrite sous la forme |x — (—1)| < 3. L’ensemble solution
est composé de tous les nombres dont la distance a —1 est inférieure a 3. Selon les propriétés
1 et 2,
-3 < z+1 < 3
—= -4 < T < 2

L’ensemble solution est donc | — 4; 2].

| 3 | 3 |
I 1 |

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3

Selon les propriétés 1 et 3, 'inéquation |3z — 4| > 2 est équivalente a

3r—4 < =2 ou 3x—4 > 2
<— 3r < 2 ou 3r > 6
<= r < % ou x > 2

L’ensemble solution est donc donné par ]—oo; %} u [2 ; 00 .

Pour comprendre 'interprétation géométrique de l’inéquat_ion de départ, il faut d’abord la
transformer.
Br—4/>2 = P3(z-1%)|>2

= \3]-‘33—% > 2

4 2

On constate que ’ensemble solution de ’équation de départ se compose bel et bien de tous
les nombres dont la distance au nombre % est supérieure ou égale a %
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2 2
| 3 | 3 |
® 1 L
2 4 2
3 3

Exemple 3.22 |
Les spécifications d’une machine de remplissage de bouteilles garantissent d’y verser un volume de
liquide avec une précision de +0,25 % du volume visé. Une entreprise utilise cette machine pour
remplir des bouteilles de 500 mL. Afin de détecter tout malfonctionnement de la machine lors d’un
remplissage, on teste quelques bouteilles pour s’assurer que le volume de liquide qui y a été versé
est dans la marge d’erreur spécifiée par le fabriquant.

Ecrivez et résolvez une équation ou une inéquation, contenant une valeur absolue, qui permette de
déterminer les volumes qui se trouvent au-dela de la marge d’erreur.

Solution :
Soit V' le volume mesuré dans une bouteille. On cherche tout volume dont I’écart a 500 mL dépasse
la marge d’erreur spécifiée par le fabriquant, c’est-a-dire V' tel que

IV = 500]
V=900 o 0.0025
500

IV =500 > 125

La propriété 3 permet de résoudre cette inéquation.

V—-500 < —-1,25 ou V—-500 > 1,25
<= V< 498,75 ou V> 501,25

Par conséquent, si le volume mesuré dans une bouteille est inférieur a 498,75 mL ou supérieur a
501,25 mL, la marge d’erreur spécifiée pour la machine est dépassée, ce qui pourrait indiquer un
probleme au remplissage.

Exercices

3.33 Traduisez les équations et inéquations suivantes en équations ou inéquations équivalentes
qui ne contiennent plus de valeurs absolues. Dans chaque cas, donnez ’ensemble solution. Illustrez
celui-ci sur la droite réelle.

(a) |z| =8 (¢) |7T—z| <4 (e) |32| <6 (g) |4z +12) > 8
(b) |z -7 <4 (d) ‘x—% > 1 (f) |22 -3/ =5

3.34 Traduisez les équations et les inéquations suivantes en équations ou inéquations équivalentes
qui ne contiennent plus de valeurs absolues. Résolvez les équations ou inéquations obtenues. Vérifiez
chacune de vos réponses en faisant tracer les deux membres de chaque équation ou inéquation de
départ dans une méme fenétre graphique.

(a) || <2 (d) |7z —2| <21 (f) %ﬂ\ <1
(b) [3z| =5
(¢) lz+3]>9 (e) [4-%| =8 (g) |zt —1|+6>13
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3.35 Pour chaque énoncé ci-dessous, formulez une seule équation ou inéquation contenant une
valeur absolue qui décrit la situation.

(a) La moyenne de votre groupe & un examen est de 71 %. Votre ami vous dit que son écart & la
moyenne est de 7. Utilisez & pour représenter la note de votre ami.

(b) La moyenne d’un groupe a un examen est de 68 % avec un écart-type de 8,5 %. Soit x une
des notes dont ’écart a la moyenne est d’au plus un écart-type.

(c) Un épicier lance un concours pour ’'Halloween. Les clients qui peuvent estimer le poids d’une
citrouille en vitrine a 50 g pres gagnent leur commande d’épicerie. Le poids réel de la citrouille
est de 6237 g. Représentez par x une estimation non gagnante.

(d) Pour faire un bon espresso, certains experts recommandent que la température de 1’eau soit
entre 88°C et 92°C lors de 'extraction du café. Utilisez T' pour représenter une température
de ’eau permettant d’extraire un bon espresso.

3.36 Une masse suspendue a un ressort oscille verticalement autour de sa position d’équilibre
située & 3 m du sol. L’écart maximal & sa position d’équilibre est de 1,5 m. Ecrivez et résolvez une
équation ou une inéquation contenant une valeur absolue pour trouver la hauteur maximale et la
hauteur minimale pouvant étre atteintes par la masse.

3.37 On pese des cristaux de permanganate de potassium sur une balance précise au millieme
de gramme. La mesure obtenue est de 0,871 g. Etant donné la précision de la balance, dans quel
intervalle se situe la masse réelle de cristaux ? Ecrivez et résolvez une équation ou une inéquation
qui vous permette de répondre a cette question.

3.38 Pour attirer de nouveaux candidats, une entreprise offre une prime de 1000 $ pour la
premiere année de travail de tout nouvel ingénieur junior qu’elle embauche. Néamoins, afin de
rester compétitive, elle désire s’assurer que les salaires qu’elle offre la premiere année, incluant la
prime, ne s’éloignent pas de plus de 3000 $ du salaire moyen pour un ingénieur junior dans son
secteur d’activités. Si ce salaire annuel moyen est de 59051 $, quelle fourchette de salaire horaire,
pour une semaine de 40 heures, I’entreprise peut-elle offrir aux candidats qu’elle désire embaucher ?

3.39  Une usine découpe des tiges de métal de 25 cm. Pour étre conforme, la longueur des tiges
coupées ne peut s'écarter de plus d’un demi-millimétre de cette mesure. Ecrivez et résolvez une
équation ou une inéquation, contenant une valeur absolue, qui permette de trouver les longueurs
des tiges qui seront rejetées.
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3.5 Les équations quadratiques

Définition 3.11 Une équation quadratique en la variable x est une équation pouvant s’écrire
sous la forme
ar? +bx+c=0

ou a, b et ¢ sont des nombres réels et ou a # 0. Autrement dit, une équation quadratique est une
équation polynomiale de degré 2 en x.

Exemple 3.23
Déterminez lesquelles des équations suivantes sont quadratiques.

(a) 42% — 3w =2 — 322 + 22 (b) 222 =3+2(z*+x+1) (c) ¥*+3=y

Solution :

(a) L’équation 422 —3x = 2—32242x est quadratique, car elle est équivalente & 722 —5x—2 = 0.

(b) 222 = 3+2(2%+x+1) n’est pas une équation quadratique, car elle est équivalente & 5+22 = 0
qui est linéaire.

(c) L’équation y?+3 = y est quadratique en la variable y, car elle est équivalente a y? —y+3 = 0.

On sait résoudre une équation quadratique de type u? = d par factorisation, en utilisant la différence
de carrés.

W=de—=u?-d=0< (u—Vd)(u+Vd) =0<=u=+Vdouu=—-Vd

La méthode qui en découle permet de résoudre u?> = d directement.

La résolution d’une équation quadratique par 1’application d’une racine carrée
Si u est une expression et d est une nombre réel positif, u? = d possede les deux solutions

U:\/g ou ’LL:—\/&.

Puisque les solutions ne different que par leur signe, on utilise I'abréviation u = 4+/d.

Exemple 3.24 |
Résolvez les équations suivantes par I’application d’une racine carrée.

(a) 4% =100 (b) 2z-1)2=9 (c) 10— (5x+2)?=0

Solution :

(a) On commence par isoler la composante variable pour obtenir une forme u? = d.

422 = 100
22 = 25 on divise chaque membre de I’équation par 4
x = =£+v25 on applique la racine carrée

r=-5 ou x=95
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Attention ! Le résultat découle aussi de lidentité vu? = |u| faisant intervenir la
valeur absolue. En effet,
z? = 25
Vz2 = /25  on applique la racine carrée & chaque membre
lz] = 5 propriété de la racine carrée
x=-5 ou x=0>5 définition de la valeur absolue

(b) Le carré parfait étant isolé, on applique la racine carrée.

(2z-12 = 9 ici, u =2z —1
2c —1 = 43 on applique la racine carrée
2c —1=-3 ou 2x—1=3 on transforme en deux équations linéaires
r=—-1 ou xz=2 on résout les équations linéaires

(c) On isole d’abord le carré parfait.

10-(Bx+2)?* = 0
bz +2)2 = 10 on isole le carré parfait, u = bz + 2
Sr+2 = =£v10 on applique la racine carrée

5r4+2=—+v10 ou 5zr+2=+/10 on transforme en deux équations linéaires
_ —2-+/10 -2+ 10

r=——""— Oou xr=

) 5

on résout les équations linéaires

Comment peut-on résoudre une équation quadratique az? + bz + ¢ = 0 si elle n’est pas de la forme
u? = d ou si son membre de gauche ne peut pas étre factorisé ? On pourra trouver les solutions par
'application d’une racine carrée sur une forme équivalente a(x + h)? + k = 0, dite canonique.

La complétion de carré est le procédé algébrique qui consiste a transformer le polyndéme
az? + bz + ¢ sous la forme canonique a(x + h)? + k. Ce procédé est basée sur I'identité suivante.

La complétion de carré

2
Si 2 + bz est un bindme, en y additionnant le carré de la moitié du coefficient de z, (%) , on
obtient un carré parfait. C’est-a-dire,

b\ 2 b\ 2
2 — = —
T +bx—|—(2> <x+2> .

Exemple 3.25
Complétez le carré des expressions quadratiques suivantes.

(a) 2%+ 162 —4 (b) 322 — 6x + 15 (c) —2x2 + 20z — 23

Solution :

(a) Puisque b = 16, on commence en écrivant le carré parfait (z + 8)2. On ajuste ensuite.

2?2 +16z—4 = (r+8)% —64—4 on complte le carré
————
22+162+64

= (v+8)?-68 on réduit
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Validation. On vérifie en développant.
(x +8)% — 68 = 2 + 162 + 64 —68 = 2% + 162 — 4
~—_——
(z+8)°
(b) On s’assure que le coefficient de 22 soit 1 avant de procéder a la complétion de carré.
322 —6x+15 = 3[z%—-2z]+15

3[(x—1)2-1]+15
3rx—1)2-3+15
= 3(z—-1)2+12

on met en évidence 3

on complete le carré
on distribue 3

on réduit

(c) On peut aussi mettre un négatif en évidence.

—222 + 202 — 23

-2 [z? — 10z] — 23
—2[(x —5)% —25] — 23
—2(z — 5)% + 50 — 23
—2(z —5)2 +27

on met en évidence —2
on complete le carré
on distribue —2

on réduit

La complétion de carré donne lieu a la formule quadratique suivante.

Théoréme 3.1 Les solutions de 1’équation quadratique axz? + bx 4+ ¢ = 0, a # 0, sont données

par la formule quadratique
—b+ Vb? — 4dac

€Tr =

> Démonstration Sans perte de généralité

2a

iii

, on suppose que a > 0.

b
ar’ +br+c=0 <= xQ—l——x—l—E:O on divise par a
a a
5  bx c .
<~ T+ —=— on soustrait le terme constant
a9 @ 2
b b c . .
— x4+ —| —|=—) =—— on complete le carré
2a ) 2a %
b c b 2
< (l’ + 2a> = —a + (2a> on additionne (%)
b2 c b . o
= r+—| =—4+— on utilise une propriété des exposants
2a a 4a?
b\? c 4a b2 , .
= r+ —) =———+4+— on met au dénominateur commun
2a a 4a  4a?
b\? b —4dac . \ s .
= T+ —] = 5 on utilise une propriété des fractions
2a 4a
b b2 — dac . . ,
= 4+ —== on extrait la racine carrée
2a 4a?
b b2 —4
= + 2% = i27ac on simplifie le dénominateur
a a
b Vb2 —dac )
= = % + —on on résout pour x
a a
—b+ Vb2 — 4ac . s .
= = on utilise une propriété des fractions

2a

iii. Sia # 0, on peut toujours réécrire 1’équation de telle sorte que a soit plus grand que 0. En effet, il suffit d’utiliser

les propriétés des équations pour ramener tous les termes du méme coté de 1’égalité.
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<

La quantité b> — 4ac sous le radical de la formule quadratique est appelé le discriminant. I
permet de déterminer combien de solutions réelles possede une équation quadratique. Un résumé
est présenté au tableau 3.2 a la page 144.

Exemple 3.26 |
Résolvez les équations quadratiques suivantes. Pour chacune de ces équations, donnez une interpré-
tation graphique de ses solutions.

(a) 22+ 112 +30=0 (c) 422 =4z —1
(b) 22 —5x+25=0 (d) 222+ 13z = 5 — 422
Solution :

(a) Dans le cas de 22 + 112 4+ 30, a = 1, b= 11 et ¢ = 30. Comme

v? — dac =112 - 4(1)(30) = 121 = 120 =1 > 0
a=1,b=11,¢=30
Il y aura deux solutions réelles.
—11+v1  -10
2-1 2
et
—11-v1 -12 6
€T = = = —
2 2.1 2
Graphiquement, les valeurs trouvées correspondent aux zéros de la fonction quadratique
x? + 11z + 30.
Y
y=ax2+ 11z + 30
3 B
——H T
-8 -7 —6 -5 —4 -3 -2 -1

(b) Dans 22 — 52425, a =1, b= —5 et ¢ = 25. Comme le discriminant est négatif,

b? — dac s ogs = (—5)% —4(1)(25) = 25— 100 = =75 < 0
a=1,0=—o,c=

il n’y a aucune solution réelle a I’équation 22 — 5x 4+ 25 = 0. Le graphe de la fonction
x2 — 5z + 25 n’intersecte pas I'axe des x.
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Y
N' y=x2— 5z +25
10 1
+ + + + + + + X
-2 -1 1 2 3 4 5

(c) L’équation 4z = 4z — 1 est équivalente & 42° —4x +1 =0oua =4,b = —4det c = 1.
Comme

b? — dac (—4)> —4(4)(1) =0

a=4,b=—4,c=1 -
il n’y a qu’une seule solution.
_—(-4)+0 4 1

2(4) 8 2
Il y a bien un seul zéro (x = %) sur le graphe de la quadratique 422 — 4z + 1 et cette solution

correspond & I’abscisse du point d’intersection des deux courbes y = 422 et y = 4z — 1.
Yy

y=4z? -4z +1

-1 3 1 -1 1

(d) 222+ 13z = 5 — 42?2 est une équation équivalente & 6x? + 13z — 5 = 0 et, dans ce cas, a = 6,
b =13 et ¢ = —5. Comme

b2 — dac =132 — 4(6)(—5) = 289 > 0

a=6,b=13,c=—5

I'équation 222 + 13z = 5 — 422 aura les deux solutions suivantes.

1344289 13417 4 1

o 2(6) 12 12 3

et
—13—v289 —13-— 17 =30 5

Tro —

2(6) 12 12 2

Les courbes 222 + 13z et y = 5 — 422 ont bien deux intersections.
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TABLEAU 3.2 — Discriminant d’une équation quadratique

Discriminant | Type de solutions Graphe de y = az? + bx + ¢, pour a > 0

b2 — 4ac > 0 | Deux solutions réelles distinctes | Deux intersections avec ’axe des x
Y

b2 — 4ac = 0 | Une solution réelle Une intersection avec ’axe des x
Yy
o z
b2 — 4ac < 0 | Aucune solution réelle Aucune intersection avec ’axe des =
Y
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Exercices

Dans chacun des exercices suivants, ou il est question de résoudre des équations, vous pouvez vérifier
vos réponses en substituant d’abord les valeurs obtenues dans 1’équation de départ. Vous pouvez
aussi faire tracer le graphe de chacun des membres de I’équation dans une méme fenétre de votre
calculatrice pour vérifier graphiquement I’ensemble solution.

3.40 Résolvez les équations suivantes par 'application d’une racine carrée.

(a) 2% =36 (c) (x—5)? =49 (e) 3(x—1)% =48
(b) 522 =100 (d) (2z-1)2=16 (f) 5(2x +3)% =250

3.41 Complétez le carré des expressions quadratiques suivantes.

(a) 2%+ 10x + 34 (c) —2%+4x+3 (e) 222 —4x +5
(b) 2%+ 12z (d) y?> -5y +3 (f) =322 +6x+7

3.42 Calculez le discriminant de chacune des équations quadratiques suivantes pour en déterminer
le nombre de solutions réelles. Vérifiez que I'information est exacte en résolvant les équations par les
méthodes de votre choix (par factorisation ou par ’application d’une racine carrée ou par 1'utilisation
de la formule quadratique).

(a) 22 +52+6=0 (c) 322 = 6w (e) 922+ 25 = 30x
(b) 22 4+32+7=0 (d) 2z+1)2+3=0 (f) (x—5)?2%=7

3.43 Résolvez les équations quadratiques suivantes par factorisation et ensuite a l'aide de la
formule quadratique. Quelle méthode semble la plus appropriée ?

(a) 422 — 22 =0 (c) z(z+2)=5x+10
(b) 22+ —-6=0 d) (z—22-9=0

3.44 La somme des n premiers nombres entiers positifs consécutifs est donnée par ’expression
nin+1)
5

Par exemple, 1 +2+3+---+10= 10(211) = 55. Déterminez la valeur n si cette somme est 1485.

3.45 Un objet est lancé verticalement vers le haut. La hauteur h (en metres) de I'objet mesurée
a partir du sol, ¢ secondes apreés avoir été lancé, peut étre modélisée par h = —4,9t> + 30t + 2.
Combien de temps, & partir du moment ou il a été lancé, faudra-t-il pour que l'objet frappe le sol ?

3.46 La surface d’un cercle doublerait si on augmentait son rayon de 3 cm, quel est le rayon du
cercle ?

3.47 Un tapis recouvre les deux tiers de la surface d’une piece mesurant 25 m par 30 m. Si,
tout autour, le tapis laisse découverte une bande de parquet de largeur constante, quelles sont les
dimensions du tapis?
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3.48 Une fenétre est formée d’un rectangle surmonté d’un demi-cercle telle qu’illustrée a la figure
ci-dessous. Si la surface de la partie vitrée de la fenétre mesure 4500 cm?, quelle est la surface de
chacun des plus petits rectangles qui la composent 7

T cm

T cm

3.49  Une automobiliste a parcouru 400 km. Si elle avait roulé en moyenne a 5 km/h de plus, elle
aurait mis 30 minutes de moins pour arriver a destination. Quelle était sa vitesse moyenne ?

3.50 Un radiateur portatif prend 40 minutes de plus que la plinthe électrique d’une piece pour
en élever la température de 10°C. Lorsqu’on utilise les deux appareils de chauffage ensemble, il faut
50 minutes pour produire cette hausse de température. Combien de temps faudrait-il pour élever la
température de cette piece de 10°C, en chauffant seulement avec la plinthe électrique ?
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Musculation algébrique

Si vous voulez pratiquer davantage la résolution d’équations, faites les exercices suivants.

3.51 Résolvez les équations suivantes.
2 x 2+4=x

sy R ST Y
(¢) 2Bz —1)+5(zx—1)=4—-2[(x—4) —2(Tz — 4)]
Q) —2 _ 3 1
( (t—1)(2t—3) t—1 2t—3
3r — 4 20 — 7
(@ =3~ T6="1
() —4(;(t—2))+5t:§t—2
-5 r  —3xr 9
WISt s
(b) 2z -5)(z+1) z+1 2z-5
Q) —T n 1 :x—l

2—x 2—xz 2-—=x
(1) 2(6y—5)+3(3y—4) =5(4(y+1) —8)

3.52 Résolvez les équations suivantes par factorisation.

(a) 49z* = 8122 (f) 2t3 = 200t

(b) (2t —1)2—-25=0 (g) 122% = 82% + 4z

(c) 3(z2—1)—3(x+1)2=0 (h) (t42)(=2£3+2t) =0
(d) SH(z+10)? = 3 (i) 4(y—3)—2(y—3)2=0
(e) 4y* —y* =0 (G) 2(7y—1) =y*(Ty —1)

Tz 2 =1

3.53 Résolvez les équations quadratiques suivantes.
z—1 3
= 202 1+ 6 2
5 3 2 + 227 4+ b6x + 9

) 42 — 62 + 3 = 3(2% + 10) — 10(x + 3)
443 (42 9 — A4 (42
b) —4t® — (—t= + 10t — 2) 4t(t* + 3) ) 422 — Ly —1—¢

( (f

( (g
(¢) —3(4—a?)+2=—-3(2—2)+2(z*+2) (h) 42-2t—1=0
( (i
( (

~

3
d) 262 -8 —4(1+2t)=1— (2t —1)2

i) 3z(z—3)=a22-5r+1
e) z(z —1)+a? —6x+5=3x—-2)—1 ) x2+4x—3:3<—§x+2)

J






Chapitre 4

Les équations a 2 variables et les graphiques

4.1 Le plan cartésien

Rappelons que le plan cartésien est un systeme de coordonnées rectangulaires qui est formé par deux
droites réelles perpendiculaires, une horizontale et I’autre verticale, qui se coupent a leur origine. Ces
droites sont appelées les axes de coordonnées du systeme et divise le plan en quatre quadrants.
On désigne le plan cartésien par

R?=RxR={(z;y) |z €Rety € R}.

En mathématiques, I’axe horizontal est souvent désigné comme 'axe des x et ’axe vertical comme
I’axe des y mais on peut tres bien remplacer les variables x et y par une autre paire de variables
qui refléteront davantage les contextes étudiés.

A chaque point du plan, on associe ses coordonnées, c’est-a-dire une paire ordonnée (a;b)
déterminée en abaissant a partir du point une perpendiculaire a ’axe des = et une autre qui soit
perpendiculaire a 'axe des y. La coordonnée a est dite I’abscisse du point et la coordonnée b est
dite 'ordonnée du point.

Exemple 4.1
Situez les points (4;3), (—1;2), (—4; —1) et (3; —2) dans le plan cartésien.
Solution :
Pour simplifier, on référe souvent au « point de coordonnées (a;b) » simplement par « point (a;b) ».
Yy
quadrant 2 1 quadrant 1
(4;3)
] r———"
(_17 2)?_ 1 |
[ [
f—t—t—} ——t—t >
ap o
- _‘(3;—2)
quadrant 3 T quadrant 4

149
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Exemple 4.2
Décrivez tous les points pour lesquels (—3; —2), (4; —2) et (x;y) sont sur une méme droite.

Solution :
Se donner une représentation graphique de la situation permet de constater que la caractéristique
commune a tous les points (z;y) de cette droite est d’avoir une ordonnée de —2.

Y

(—=3;-2) (zy)  (4-2)

On en conclut que les points (x;y) cherchés doivent satisfaire la contrainte (I’équation) y = —2.

Exemple 4.3 |
Pour chacune des questions suivantes, donnez une description sommaire des points ainsi que leur
représentation graphique dans le plan cartésien.

(a) Ou sont situés tous les points d’ordonnée 27
b) Ou sont situés tous les points (x;y) pour lesquels z = —27
¢) Quelle est 'ordonnée de tous les points situés sur l’axe horizontal 7

(
(
(d) Ou sont situés tous les points dont 'ordonnée égale 2 fois 1’abscisse ?
(e) Ou sont situés tous les points (z;y) pour lesquels y < 07

(

f) Ou sont situés tous les points (x;y) pour lesquels x > —27

Solution :
(a) Un point (x;y) a une ordonnée de 2 si y = 2.
Les points sont tous sur la droite horizontale
a hauteur 2. (;2)

(b) Si la contrainte x = —2 est satisfaite, alors
tous les points cherchés sont sur la droite

verticale située 2 unités a gauche de ’axe des
~-2;y)
Y.

(¢) Un point sera sur laxe horizontal si son
ordonnée est 0, il doit donc satisfaire la
contrainte (I’équation) y = 0.
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(d) Un point (z;y) d’ordonnée égale a 2 fois son y
abscisse satisfait la contrainte (1’équation)
Yy = 2. T 1;2)
x; 2x)
W) x
Yy

(e) y < 0 signifie que I'ordonnée est inférieure a
0. Les points de coordonnées (x;y) cherchés
sont sous 'axe des x.

(f) = > —2 signifie que 'abscisse des points (x; y)
est supérieure ou égale a —2.

Exercices

4.1 Situez les points (3; —2), (—4,5;3,2), (5;2,5), (0;1) et (—3;—2,5) dans le plan cartésien.
4.2  Quelle est I’abscisse de tous les points situés sur ’axe vertical 7

4.3 Décrivez tous les points pour lesquels (3; —1), (3;0) et (z;y) sont sur une méme droite.

4.4 Pour chacune des questions suivantes, donnez une description sommaire des points ainsi que

leur représentation graphique dans le plan cartésien.
(a) Ou sont situés tous les points d’abscisse 17

(b) Ou sont situés tous les points d’ordonnée —17

(c) Ou sont situés tous les points (z;y) pour lesquels y = 37

(d) Ou sont situés tous les points dont ’abscisse égale ’ordonnée ?

(e) Ou sont situés tous les points (x;y) pour lesquels z > —17

(

f) Ou sont situés tous les points (x;y) pour lesquels y < 27
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4.2 La représentation graphique d’une équation

Une relation entre deux quantités peut souvent s’exprimer a ’aide d’une équation a deux
variables. Par exemple, y + 4 = 22 et 23y + 6 = 232 sont des équations & deux variables qui
décrivent deux relations différentes entre = et y.

Une solution d’une équation a deux variables est un couple ordonné de nombres réels dont les
valeurs, lorsque substituées aux variables, transforment I’équation en une égalité qui soit vraie. On
dira alors que le couple satisfait 1’équation.

Exemple 4.4
Montrez que (—2;0) et (3;5) sont des solutions de I'équation y + 4 = z? tandis que (1;2) ne Iest
pas.

Solution :
(—2;0) est bien une solution de I'équation y + 4 = 2, car

y+4 = 22
(0)+4 = (-2
4 = 4 est vraie.

De la méme facon, (3;5) est une solution de I’équation y + 4 = 22, car

y+4 = 2?
(B)+4 = (3)?
9 =9 est vraie.
(1;2) n’est pas une solution de 1’équation y + 4 = 22, car
y+4 = a?
2)+4 = (1)?

6

1 est fausse,

le couple (1;2) ne satisfait pas I’équation.

L’ensemble solution d’une équation est ’ensemble de toutes ses solutions. Le graphique d’une
équation est la représentation graphique des points de son ensemble solution.

Exemple 4.5
Tracez le graphique de y + 4 = 22,

Solution :

En résolvant I’équation y 44 = 22 pour y, on peut facilement générer des solutions. En effet, il suffit
de donner une valeur a x et de calculer la valeur y correspondante. On place ensuite les couples
solutions trouvés dans le plan cartésien et on relie les points par une courbe lisse.
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y+d=0<=y=2a>—4

r |y | (y)

—4] 12| (=4;12)
=3 5 | (=3;5)
-2 0 | (=2;0)
—1|-3](-1;-3)

4;12)

0 [—4]| (0;,—-49)
1 | -3 (1;-3)
2 | 0] (20 t
315 (35)
4 12| (4;12)

Exemple 4.6 [
Montrez que (1;2) et (/4;—1) sont des solutions de I'équation 23y + 6 = 2y? tandis que (—3; —2)
ne l'est pas.

Solution :
(1;2) est bien une solution de I'équation z3y + 6 = 232, car

23y + 6 = 2°
(1@ +6 = 2(2)?
8 = 8 est vraie.

De la méme facon, (V/4; —1) est une solution de I’équation 23y + 6 = 2y, car

23y +6 = 2
(VIP(-1)+6 = 2(-1)
A(-1)+6 = 2
2 = 2 est vraie.

Par contre, (—3; —2) n’est pas une solution de I'équation 23y + 6 = 2y, car

3y +6 = 29?
(=3)%(-2) +6 = 2(-2)°
60 = 8 est fausse.

La courbe présentée a la figure ci-dessous correspond a l’ensemble solution de 1’équation
23y 4+ 6 = 2y%. Elle est affichée dans une fenétre ot € [—5;5] et y € [5;5] et a été produite
a l'aide d’un tres grand nombre de points générés par ordinateur. On y voit que les solutions (1;2)
et (v/4; —1) correspondent & des points de la courbe tandis que le point (—3; —2) n’étant pas une
solution de I’équation, n’est pas sur la courbe.
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Si on veut générer des solutions a la main, on peut mettre a profit le principe utilisé a ’exemple 4.5.

Des solutions de I’équation 23y + 6 = 2y sont construites en donnant d’abord des valeurs & x et en
déterminant ensuite les valeurs y correspondantes. Contrairement & I’équation y + 4 = 22, ot pour
chaque valeur de z fixée correspondait un unique y, lorsqu’on fixe la valeur de z dans I’équation
3y + 6 = 22, on trouve plus d’une valeur pour y. Par exemple, si on pose x = —2, I’équation
23y 4+ 6 = 2y? devient —8y + 6 = 2y? et cette derniére, qui est une équation quadratique, a deux
solutions.

Sy +6=2y = y=—-2+V7

Puisque les solutions de cette équation quadratique en y sont y = —24+/7, on trouve deux solutions
(—2; =24+ V/7) et (—2; -2 — \/T) a ’équation 23y + 6 = 2y>. En effet,
3y +6 = 2y
(=2%(-2+VT) +6 = 2(-2+V7)?
—8(=24VT)+6 = 24-4VT+7)

22 — 87

(—2; —2+/7) est bien une solution de 1’équation 23y +6 = 2y2. De la méme facon, on peut vérifier
(faites-le) que (—2; —2 — +/7) est aussi une solution de x3y + 6 = 2y2.

22 — 87 est vraie.

En générant de cette facon un grand nombre de solutions et en placant les points obtenus dans le
plan cartésien, on produit une image graphique de 1’équation.

x | éqn a résoudre Y solutions

1 y+6=2y° —3/2 (1;-3/2)
2 (1, 2)

VA | 4y +6=2y° -1 (V4 ~1) =~ (1,6; 1)
3 V4;3) ~ (1, 6 3)

—2 | 8y+6=2y% | —2+V7 | (=2;-2+7) ~ (-2;0,65)
=27 | (=2;-2—/7) =~ (—2; —4,65)
0 6 = 2y° V3 (0;v3) ~ (01 )

—V3 (0;7\/§) ~ (0;-1,7)

~—
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(V4;-1)
T (1,-3/2)

- tel que z3y + 6 = 212

(=22 -7

En résumé, un point (z;y) est sur le graphique d’une équation si ses coordonnées satisfont I’équation
et tout point dont les coordonnées satisfont I’équation est sur le graphique. Cette équivalence
permet d’imager des formules algébriques a 'aide de graphiques et inversement, d’analyser les
formes géométriques algébriquement.
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Exercices

4.5 Sans résoudre I'équation 22 + y? = 20 4 22 + 4y, déterminez lesquels parmi les couples (4;6),
(—3;5) et (—2;2) en sont des solutions.

4.6 Déterminez s’il est plausible que les couples proposés soient des solutions de ’équation dont
le graphique est donné.

(a) (0;0), (0;—1) et (—1;0) (b) (0;0), (1;1) et (=0,5;—1)
y y

(N 1 x
N

4.7 Tracez le graphe correspondant a chacune des équations suivantes en trouvant une dizaine de
points de son ensemble solution et en reliant les points par une courbe lisse.

(a) y=22+3 (¢c) 20 —y=3 (e) x=-2
b) x=9y*>+1 (d) y=3 (f) 22 +y*=25

4.8 Tracez, a I'aide de votre calculatrice, le graphe de I’équation y = /12 + = dans chacune des
fenétres suggérées et dites laquelle de ces fenétres représentent le mieux la relation.

Rappel. On considére un graphique comme satisfaisant lorsqu’il illustre
clairement les caractéristiques principales d’une relation. Dans ce cas, il s’agit
du domaine, de I'image, du zéro et de ’ordonnée a 1’origine.

x € [—10;10] et y € [—6,67;6,67] avec les graduations aux unités.
(b) x € [—100;100] et y € [—100; 100] avec les graduations aux multiples de 10 unités.
x € [—20;30] et y € [—5; 10] avec les graduations aux multiples de 5 unités.
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4.3 La distance entre deux points

Théoréme 4.1 Soient P;(x1;y1) et Po(x2;y2), deux points du plan cartésien (on suppose que les
unités sont identiques en abscisse et en ordonnée). La distance entre les points P; et P, est donnée
par la formule

d(Py,Pp) = \/(932 —21)2 + (y2 — ¥1)2.

> Démonstration A laide du théoréme de Pythagore,

Y
d(P1,P2)* = |zo— 21> + [y2 —
= (12— $1)2 + (o — y1)2 P (2; y2)
et, sachant que la distance d(P;,P,) est une valeur

positive ou nulle, ly2 — vl

(@d(PLP))? = (22— 212+ (32 — 11)? ]

Pi(z1;91) |ze — x1
t z
d(P,P) = \/(962 —21)? 4 (y2 —y1)%

Exemple 4.7 |
Si les coordonnées sont données en metres, quelle est la distance entre les points (6; —3) et (—5; —8) 7

Solution :
On pose Pi(x1;y1) = (6;—3) et Py(x2;y2) = (=5, — 8) et on calcule

d=1/[(=5) = 62 + [(—8) — (=3)]2 = /(~11)2 + (~5) = v/146 ~ 12,08 m.

On aurait pu poser Pi(x1;y1) = (=5, — 8) et Pa(x2;y2) = (6;—3), et on aurait trouvé (faites-le)
exactement la méme distance.

Attention ! La distance ne dépend pas de la facon dont on désigne les points.

Exemple 4.8 |

Jean se situe 2 km au nord et 3 km & I'ouest d’une antenne de télécommunication. A quelle distance
se situe Jean de I’antenne ?

Solution :

Pour les besoins de la modélisation, on suppose que 'antenne est située en (0;0), que I’axe vertical
pointe vers le nord et que ’axe horizontal pointe vers ’est. Les coordonnées de Jean sont alors
(—3;2) et sa distance & 'antenne, qui est a l'origine, est

d=1/(-3-02+(2-02=1014=V13~36kn
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Théoréme 4.2 Le point milieu du segment de droite liant les points Pj(x1;y1) et Po(xo;y2)
est le point M situé a égale distance des points P; et P». Ses coordonées sont

M<$1+x2;yl-;y2)_

2

> Démonstration

Ay =y2 —y1

Al

P1(11;y1)| | Aw = 2 — 2y |

Comme le point M (m;mg) est situé a égale distance des points P; et P,

X1 + X2
mi = z1+ 50z =31+ 5(x2 — 1) =31 + S22 — §71 = $71 + 372 = 5

Y1+ Y2
my = yi+30y=y1+30y2— 1) =1+ 3y2— 3y1 = 3y1 + 3y2 = B

Le point milieu du segment de droite reliant P;(z1;y1) et Pa(x2;y2) est donc le point de coordonnées

1+ 22 Y1+ Y2
M : .
( 2 72 )

Exemple 4.9 |
Trouvez les coordonnées du point milieu du segment de droite liant les points (—6; —3) et (5, — 8).

Solution :
En posant P; = (—6;—3) et P, = (5; —8), on trouve

o (S8 S - ()

Validation. On peut vérifier que d(P1,M) = d(M,P,):

0 = (-5 co) (5 o) = (3) () 5

et
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Y
Le point (—l' —H) sépare donc le segment liant — >t
2 2 —6 —4 -2 2 4 6
(—6;—3) a (5;—8) en deux segments de méme 27
longueur. (=6;-3 _al
. . . s . 1. =11
En principe, on devrait aussi vérifier que les trois ~ )
points sont bien sur une méme droite. Les droites
L1 1 s . 5; —8)
seront vues plus en détail a la section 4.5. -8 1
—~10

Exemple 4.10 |
Montrez que les diagonales du parallélogramme de sommets (0;2), (6;2), (—1;—1) et (5;—1) se
coupent en leur milieu.

Solution :
Afin de se situer, on place d’abord les sommets dans le plan.

Y
(0;2

- ~

- ~
- ~
-7 ~

(=1;—-1) (5 -1)

et (6;2) est

)
(B (2

et le point milieu de celui reliant les points (0;2) et (5; —1) est

e (35 - (5.

Comme les points milieu sont identiques, les diagonales se coupent en leur milieu.

Le point milieu du segment reliant les points (—1; —1
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Exercices

4.9 Trois des sommets d’un rectangle sont (4;2), (=3;—1) et (4;—1).

(a) Trouvez les coordonnées du quatriéme sommet.

(b) Si on suppose que les coordonnées sont données en metres, quelle est la longueur d’une
diagonale du rectangle ?

4.10 Les trois sommets d’'un triangle sont A(0;0), B(3;4) et C(9;0).

(a) Si on suppose que les coordonnées sont données en centimetres, quel est le périmetre du
triangle 7

(b) Déterminez les coordonnées du point d’intersection de la perpendiculaire au segment reliant
A et C qui passe par B.

(c) Si on suppose que les coordonnées sont données en centimetres, quelle est 'aire du triangle
de sommets A, B et C'?

Rappel. L’aire d’un triangle de base b et de hauteur h est %.

4.11 Utilisez le théoréme de Pythagore pour déterminer si les points (0;0), (9;0) et (3;4) forment
un triangle rectangle.

4.12 Déterminez les coordonnées du centre du cercle dont le segment reliant les points A(—1;2)
et B(3,8) forme un diametre.

4.13 Trouvez la valeur y telle que le point (—1;y) est situé a 7 unités de (4; —6).

4.14 Partant d’'une méme intersection, deux cyclistes empruntent des directions perpendiculaires
I'une de l'autre. Le cycliste le plus lent roule a une vitesse moyenne de 12 km/h. Le cycliste le plus
rapide roule & une vitesse moyenne de 20 km/h. S’ils quittent lintersection a 10 h, quelle heure
sera-t-il lorsqu’ils seront séparés par une distance de 40 km a vol d’oiseau ?



4.4. LES CERCLES 161

4.4 Les cercles

La formule de distance entre deux points, en plus de son application directe, s’avere tres utile pour
trouver une équation a partir d’une figure géométrique telle qu'un cercle.

Définition 4.1 Le cercle est le lieu géométrique de tous les points situés a égale distance d’un
point nommé centre. Cette distance est appelé le rayon du cercle.

Rappel. En mathématiques, un lieu géométrique est un ensemble de points satisfaisant
certaines conditions, dans ce cas, il s’agit des points du cercle.

Exemple 4.11 |
A T’aide de la formule de distance entre deux points, déterminez 'équation du cercle centré en (1;3)
qui est de rayon 2. Donnez une réponse sans radicaux.

Solution : y
Pour que (x;y) soit un point du cercle, sa dis-

tance du point (1;3) doit étre 2, c’est-a-dire
2=1/(z — 12+ (y - 3)2

En élevant au carré les deux cotés de ’égalité, on
obtient I’équation cherchée.

4=(x—1)72+ (y—3)*

Lorsqu’on dit que 4 = (z — 1) + (y — 3)? est I'équation d'un cercle de rayon 2 centré en (1;3), on
dit deux choses:

1. Siun point est sur le cercle, alors ses coordonnées (x;y) en satisfont 1’équation.

2. Si (x;y) satisfait 'équation, alors (z;y) est un point du cercle.

Théoréme 4.3 L’équation canonique d’un cercle centré en (h; k) de rayon r est
(x—h)?2+(y—k)?=r?
2

En particulier, si le cercle est centré a I’origine, son équation est 22 + % = r2.



162 CHAPITRE 4. LES EQUATIONS A 2 VARIABLES ET LES GRAPHIQUES

(:L‘—h)2+(y—k)2:7“2 x2+y2:r2

Rappel. Le périmetre d'un cercle est appelé sa circonférence et la mesure de la surface du
cercle est son aire. Les formules de circonférence et d’aire d’un cercle de rayon r sont les
suivantes.

Circonférence d'un cercle de rayon r C = 27r
Aire d’un cercle de rayon r A=7r?

Exemple 4.12 |
Tracez le cercle centré en (—2;1) qui est de rayon 3 et déterminez son équation canonique, sa
circonférence et son aire.

Solution :

Pour tracer le cercle, on place d’abord le centre (—2;1). Puisque le rayon est 3, on repére, par
exemple, quatre points du cercle en se déplacant du centre de 3 unités vers la droite, 3 vers la
gauche, 3 vers le haut et 3 vers le bas. On trace ensuite un cercle passant par ces quatre points.

- —
+ + + #KQ/ T
(-2 —2)‘ 1 (-2 -2) I
On remplace les valeurs h = —2, k = 1 et r = 3 dans la forme canonique et on simplifie

(z—(=2))*+(y—1)* =37
)

(x+2)%4+ (y—1)?=09.
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Sa circonférence est 27r|,—3 = 27 - 3 = 67 ~ 18,85 et son aire est 772|,—3 = 7(3)% = 97 ~ 28,27.

Exemple 4.13 |
Tracez le graphique du cercle centré a l’origine qui est de rayon 5 et déterminez son équation.

Solution : y
On remplace les valeurs h = 0, k =0et r =5

dans la forme canonique et on simplifie.
(x—00+(y—0)7° = 5

t

z? —|—y2 = 25.

Exemple 4.14 |
Trouvez le centre et le rayon du cercle d’équation (z — 2)? + (y +4)? = 9. Tracez son graphique.

Solution :

Siz—2=xz—h,onen déduit que h=2etsiy—k=y+4alorsk=—-4cary+4=y—(—4). On
cherche une valeur positive pour le rayon et puisque 9 = 32, on en conclut que = 3. Le centre est
donc (2; —4) et le rayon est 3.

) )
z
?(2;*1)
[
I3
[
R (¢ ) R
(—1;—4) 3 | 3 (5; —4)
1 g
[
‘(2:—7)

Si on effectue les opérations de mise au carré et qu’on simplifie, on obtient une nouvelle forme pour
I’équation du cercle de I’exemple 4.14.

(r—2)2+ (y+4)> =9 forme canonique
22 —4r+4+y>+8y+16=9 miseaucarré de x —2 et de y +4
2?2 —4x +y*>+8y+20 =19 regroupement des termes constants
x> —4x +1y?> + 8y +11 =0 soustraction de 9 des deux cotés

Cette réécriture suggere qu’une équation de la forme

22+ 9?2+ Ar+By+C=0
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peut étre représentée par un cercle. Ainsi, pour pouvoir tracer un graphique plus facilement a partir
d’une équation du type 22 +y>+ Ax+ By+C = 0, on peut en trouver la forme canonique équivalente
afin de repérer les parametres (centre et rayon) du cercle.

Exemple 4.15
Trouvez le centre et le rayon du cercle d’équation z? — 6z + y> — 25 = 0.

Solution :
Pour trouver la forme canonique du cercle, on doit compléter les carrés.

2?2 —6r+1y2—25=0 <— 2>2—62+y>=25
[2? — 6z] + [y?] = 25
[(z—3)* = 9] +[(y —0)*] = 25
(z—3)2—-9+(@y—0)?=25
(z—3)+(y—0*=25+9
(x —3)*+ (y—0)> = 34

rreny

Puisque la derniere équation correspond a la forme canonique d'un cercle, le centre du cercle est
(3;0) et son rayon est v/34. |

En géométrie, un cercle est dit inscrit a un polygone s’il est tangent a tous les cotés du polygone. Un
cercle est dit circonscrit a un polygone s’il passe par tous les sommets du polygone. Ce polygone
est alors dit inscrit dans le cercle.

Exemple 4.16
Les points (0;6), (3;4) et (1;1) sont trois des sommets d’'un carré.
(a) Déterminez les coordonnées du quatrieme sommet.
(b) Trouvez I’équation du cercle inscrit au carré.
(¢) Trouvez I’équation du cercle circonscrit au carré.
(

d) Si les coordonnées sont données en metres, déterminez ’aire de chacune des figures.

Solution :

(a) On situe les trois points dans le plan cartésien, on trace des paralléles et on utilise des
symétries pour trouver que le quatriéme sommet est de coordonnées (—2;3).

(b) Le centre du cercle inscrit correspond au point milieu d’une ou l'autre des diagonales du
carré. Si on utilise les sommets (0;6) et (1;1), on trouve
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0+1 641 17
c=("35"5)=(53)

Le rayon du cercle inscrit sera la plus petite distance entre le centre C et un c6té du carré.
Y

(L,1)

X

On utilise les sommets (0;6) et (3,4) pour trouver le centre du segment,

o (LS ()
2 2 2

1 3\% (71 2 V13
d(C,M):\/<2—2) +<2—5> -2
et ’équation du cercle est alors
(32 -2
2 2 4

(c) Le centre du cercle est toujours le point milieu d’'une diagonale du carré, C', mais le rayon
est, cette-fois, obtenu en calculant la distance de C' & un des sommets du carré.

Le rayon cherché est

(1,1)
-2 -1 1 2 3
On utilise le sommet (3;4) pour trouver le rayon

d(C,(3:4)) = \/(; - 3)2 + <; —4>2 _ g

L’équation du cercle est alors
(s=3) + (3) =%
T — = — =] =—.
2 Y73 2




166 CHAPITRE 4. LES EQUATIONS A 2 VARIABLES ET LES GRAPHIQUES

(d) Le rayon du cercle inscrit est @, son aire est donc 3T ~ 10,21 m?.

13

Le rayon du cercle circonscrit est /3, son aire est donc 137” ~ 20,42 m?.

Le coté du carré mesure
d((0;6),(3;4)) = \/(0 —3)2+ (6 — 4)2 = V13.

L’aire du carré est donc 13 m?2.

Ces mesures, 10,21 < 13 < 20,42, sont cohérentes avec 'imbrication des figures.




4.4. LES CERCLES 167

Exercices

4.15 Déterminez 1’équation canonique du cercle de centre et de rayon donnés.

(a) Centre: (0;0), r =7 (d) Centre: (—3;—1), r =10
(b) Centre: (2;3), r =4 (e) Centre: (—2;0), r =3
(c) Centre: (—1;2), r = V2 (f) Centre: (0; 1), r = V5

4.16 Déterminez le centre et le rayon du cercle d’équation donnée.
(a) 22+ y? =36 f) (z+2)2+y>=10

(b) (z—5)2+ (y—2)* =121 b Ay —
(c) (x+4)2%+(y—1)%?=16 (2) 2+y2+6 4y = 23
(d) (9C+3) +(y+22=25 (h) 2? +y*> + 8z — 6y =0
( (

e) 22+ (y—1)2=1 i) 22+8z+y*+10y+15=0

4.17 A laide de la commande pour compléter un carré de votre calculatrice, déterminez le centre
et le rayon du cercle d’équation 22 — 3,2z = 5,1y — 3% + 4,5.

4.18 Un cercle de rayon 8 est centré en (—3;4). Trouvez les abscisses des deux points du cercle
dont I’ordonnée est

(a) 8 (b) 5,3 (c) —2

4.19 Déterminez I’équation du cercle dont le segment joignant les points A(—1;2) et B(3;8) forme
un diametre.

4.20 Déterminez I’équation du cercle centré en (3;4) qui est tangent a l’axe des x. Quelle est sa
circonférence 7 Son aire ?

Rappel. Une droite est tangente a un cercle lorsqu’elle intersecte le cercle en
un seul point. Une tangente est toujours perpendiculaire au rayon du cercle au
point de tangence.

4.21 Les points (2;3), (6;3) et (6; —1) sont trois des sommets d’un carré.

(a) Déterminez les coordonnées du quatrieme sommet.

(b) Trouvez I’équation du cercle inscrit au carré.

Rappel. Un cercle est dit inscrit a un polygone s’il est tangent
a tous les cotés de ce polygone.

(¢) Trouvez I’équation du cercle circonscrit au carré.

Rappel. Un cercle est dit circonscrit a un polygone s’il passe
par tous les sommets du polygone.

4.22 Les points (—2;3), (7;3) et (7;1) sont trois des sommets d’un rectangle.

(a) Déterminez les coordonnées du quatrieme sommet.

(b) Trouvez I’équation du cercle circonscrit au rectangle.
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4.5 Les droites

Théoréme 4.4 Toute droite tracée dans un systeme de coordonnées rectangulaires possede une
représentation générale comme équation linéaire a deux variables de la forme

Az + By =C

ou z et y sont des variables et ou A, B et C sont des nombres réels tels que A et B ne sont pas
simultanément nuls.

Pour tracer une droite, on détermine les coordonnées de deux points qui satisfont I’équation de la
droite. On utilise souvent les points d’intersection avec les axes car ils sont faciles a trouver. Il peut
étre utile, a des fins de validation, de trouver un troisieme point de la droite. Si les trois points
calculés ne sont pas alignés sur une méme droite, une erreur s’est probablement glissée dans les
calculs.

Exemple 4.17
Tracez la droite d’équation 4z — 3y = 12.

Solution :
On trouve les intersections avec les axes et on trace une ligne passant par ces points. Si on veut, on
détermine un troisieme point qui satisfait I’équation et on vérifie qu’il est situé sur la méme droite.

Pour obtenir I'intersection avec ’axe des z, on pose y = 0,

4 — 3(0) = 12 <=z = 3.
Pour obtenir intersection avec ’axe des y, on pose x = 0,

40) -3y =12 <=y = —4.

Validation. Un troisieme point est obtenu en posant, par exemple, x = 1 et en trouvant ’ordonnée
correspondante 4(1) — 3y = 12 <=y = —5. On vérifie que (1;—%) est bien sur la droite tracée.

x

(1;,-%)
point de validation

Définition 4.2 Si (x1;y1) et (z2;y2) sont deux points d’une méme droite tels que x1 # z2, la
pente de la droite est donnée par

variationeny Ay Y2 — 1
variationen x Az 29 — 11
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La pente' fournit une mesure de I’inclinaison de la droite.

Y

(z1,91

Az =29 — 17

Exemple 4.18
Tracez la droite passant par les deux points donnés et calculez sa pente.

(a) (—1;2) et (47) (c) (—1;3) et (4;3)
(b) (=3;1) et (2;-2) (d) (1;—-1) et (1;3)

Solution :
(a) Sion pose (z1;y1) = (—1;2) et (x2;y2) = (4;7), on trouve la pente
7T—2 5
a=——F——=-=1.
4—(-1) 5
La pente de la droite est 1, indiquant que pour toute augmentation de 1 unité en x, il y a
une augmentation de 1 unité en y. La pente est donc le taux (un rapport) de variation de y
par rapport a z. Ici, la pente est positive et la droite est croissante.

i. Dans plusieurs ouvrages, on utilise la lettre m pour désigner la pente d’une droite. Nous avons plutot choisi
d’utiliser la lettre a comme il est d’usage dans les écoles secondaires du Québec.



170 CHAPITRE 4. LES EQUATIONS A 2 VARIABLES ET LES GRAPHIQUES

Il faut noter qu’on aurait pu choisir de poser (z1;y1) = (4;7) et (x2;y2) = (—1;2). Le calcul
de la pente donne la méme valeur.
2-7 -5 1
a=-—————=—= .
(-1)—4 -5
Peu importe lequel des points est désigné par (z1;y1) et lequel est désigné par (z2;y2), on
trouvera toujours la méme valeur pour la pente. Il faut toutefois faire attention de ne pas
soustraire selon un ordre au numérateur et utiliser un ordre différent au dénominateur.
——— = 1.
(b) On pose (z1;y1) = (—3;1) et (x2;92) = (2; —2) et on trouve la pente
-2—-1 -3

o35 b

a

La pente de la droite est —0,6, indiquant que pour toute augmentation de 1 unité en z, il y
a une diminution de 0,6 unité en y. La pente est négative et la droite est décroissante.

(c) On pose (z1;y1) = (—1;3) et (x2;y2) = (4;3) et on trouve la pente

3-3 0 0
qa == — = .
i—(-1) 5
Y
4<
(—1i3) 4 (4:3),
2<
1<
u u u u u u x
—1 1 2 3 4 5

La pente de la droite est 0, indiquant que quelle que soit 'augmentation en x, il n’y a aucun
changement en y. La pente est nulle et la droite est horizontale.

(d) La droite est verticale.
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M1;3)

N W =
. . .
t t t

2
R

La pente de la droite passant par les points (1; —1) et (1;3) n’est pas définie car les abscisses
sont identiques: x1 = 1 et o = 1. La définition 4.2 ne peut étre utilisée que si 1 # x3. Si on
pose tout de méme (z1;y1) = (1;—1) et (z2;y2) = (1;3) et qu’on tente de calculer la pente
a I’aide de la formule de la définition 4.2, il y aura une division par zéro.

3 ()

o1-1
La pente d’une droite verticale n’est pas définie et, selon le contexte, on dira que sa pente
est indéfinie ou indéterminée. |

4
=~ ¢R.
R

L’exemple précédent illustre qu’une droite de pente positive est croissante tandis qu’une droite de
pente négative est décroissante. Une droite de pente nulle est horizontale et la pente d’une droite
verticale est indéfinie. Un résumé sur I'interprétation de la pente est présenté au tableau 4.2 (p. 175).

Forme pente-ordonnée
La forme pente-ordonnée de I’équation de la droite de pente a et d’ordonnée a l'orgine b
est

y=ax+b

Exemple 4.19
Trouvez I’équation de la droite passant par les points suivants.

(a) (=2;3) et (1;-3) (b) (=3;1) et (2;5)
Solution :
(a) On calcule d’abord la pente
3—(-3 6
- —2(—1) EECE
L’équation de la droite cherchée sera donc de la forme y = —2x + b.
Puisque (—2;3) est un point de la droite, ses coordonnées doivent satisfaire I’équation de la
droite. On remplace donc ses coordonnées dans ’équation y = —2x + b pour déterminer la
valeur b.
y=-"20+b,_ 5, 3>3=-2(-2)+bs=b=-1

L’équation de la droite est alors y = —2x — 1.
Validation. On remplace I'abscisse de chacun des points, (—2;3) et (1; —3), dans I’équation
et on vérifie si on obtient bien I'ordonnée correspondante.

2z —1|,__,=-2(-2)—1=3
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—2—1|,_, = —2(1)—1= -3

(b) On calcule d’abord la pente
1-5 -4 4

a = = —_— =
-3—-2 -5 5

L’équation de la droite cherchée sera donc de la forme y = %w +0.

Puisque (—3;1) est un point de la droite, on remplace ses coordonnées dans ’équation

Yy = %l’ + b pour déterminer la valeur b.

4 4 17
y=—-x+b = 1l=_(3)+b=b=—
5 r=-3,y=1 5 i)

L’équation de la droite est alors y = %l‘ + %7
Validation. On vérifie (faites-le) que chacun des points (—3;1) et (2;5) satisfont 1’équation
de la droite. |

Forme pente-point
La forme pente-point de 1’équation de la droite passant par un point de coordonnées
(z0;yo) et de pente a est

y—yo=a-(z— o)

Cette forme est tres utile et est beaucoup utilisée dans le cours de calcul différentiel, car elle permet,
entre autres, de déterminer rapidement I’équation d’une droite lorsqu’on connait sa pente et un de
ses points.

Exemple 4.20 |
A laide de la forme pente-point, trouvez l’équation de la droite dont la pente et un point sont

donnés.

(a) a=—2et (1;-3) (b) a= 2 et (2;5)
Solution :

(a) On pose zp =1 et yp = —3, avec a = —2, et on obtient I’équation

y—(-3)=-20@-1)<=y+3=-2(xz-1).

Validation. En isolant y, on peut vérifier que ’équation est équivalente & celle de I'exemple
précédent.
y+3==2@—-1)<=y+3=-20+2<—y=—-2z—1.

On peut aussi vérifier que (1; —3) satisfait bien ’équation y = —2x — 1 car —2(1) — 1 = —3.
(b) On pose z¢g =2 et yp = 5, avec a = %, et on obtient I’équation
4

y—5:5(:ﬂ—2).
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Validation. En isolant y, on peut vérifier (faites-le) que I’équation est équivalente a celle de
I’exemple précédent. |

Théoréme 4.5 Soit deux droites non verticales D et Do de pentes respectives a; et as,

D1HD2 < a1 = ay
Dy 1Dy < aj-as=-1

Les symboles || et L signifient respectivement « est parallele & » et « est perpendiculaire & ».

Dans le cas ou les droites sont perpendiculaires on pourrait aussi écrire

Ainsi, deux droites sont perpendiculaires lorsque la pente de I'une des droites est I’opposé de 'inverse
de celle de 'autre droite.

Exemple 4.21
Déterminez 1’équation de la droite qui passe par le point (—4; —1) et qui est

(a) parallele (b) perpendiculaire
a la droite d’équation y = 3 — 2x.
Solution :

(a) La pente de la parallele est identique a celle de la droite y = 3 — 2z. Comme cette pente
est —2 et que la droite cherchée doit passer par (—4; —1) on trouve, a l'aide de la forme
pente-point,

y—(-1)==2@—-(4)<=y+1l=2a+4) <= y=—-2x-09.

(b) La pente de la perpendiculaire est 'opposé de l'inverse de celle de la droite y = 3 — 2z:

- (}2) = % Avec le point (—4;—1), on trouve

1

y—(—l):5(3:—(—4))<:>y+1:%($+4)<:>y=%x+l.

Validation. On peut vérifier que les relations sont bien respectées en tragant les graphes a ’aide de
la calculatrice.

Attention ! Les échelles en abscisse et en ordonnée doivent étre identiques pour que les
angles ne soient pas déformés.

Avec la TI... Le zoom standard de la calculatrice Nspire CX produit une fenétre ou z € [—10;10] et
y € [—6,67;6,67] afin de respecter les dimensions 3:2 de I’écran. Les échelles sont ainsi identiques en
abscisse et en ordonnée.

Si on change la fenétre pour autre chose, par exemple, pour x € [—10; 10] et y € [—10; 10], les angles
seront déformés. Dans la figure 4.1(b), les longueurs associées aux graduations sont différentes et
les angles sont déformés.

Quot écrire ? Pour consigner par écrit votre validation graphique, la reproduction devrait contenir
les informations pertinentes et quelques courtes phrases résumant vos observations. Un exemple de
consignation est donné a la figure ci-dessous.
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((a)) Graduations de longueurs identiques ((b)) Graduations de longueurs différentes

FIGURE 4.1 — L’effet du choix de la fenétre sur les angles

Y

y=—2x-—9 A
semble bien parallél%»

y:%:r,—&-l

semble bien perpendiculaire

Attention ! Une droite verticale est perpendiculaire a une droite horizontale.

Exemple 4.22 |
Trouvez I'équation de la droite verticale et celle de la droite horizontale qui passent par le point
(=2;1).

Solution :
Pour s’aider, on trace un graphique.

y=1

L’équation de la droite verticale qui passe par le point (—2;1) est x = —2, tandis que celle de la
droite horizontale est y = 1. |
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TABLEAU 4.1 — Les équations d’une droite, résumé

forme pente-ordonnée y=azxr+b pente a, ordonnée & l’origine b
forme pente-point y—yo=a-(x—1xz9) pente a, point (zo;yo) de la droite
forme générale Ax+ By=C A et B non simultanément nuls
droite horizontale y==>o pente nulle

droite verticale rT=c pente non définie

On suppose que x et y sont des variables réelles tandis que a, b, ¢, zg, Yo, A, B et C sont
des nombres réels.

Dans ce contexte, on considere les équations y = b et * = ¢ comme des équations a deux
variables: y=b& 0z +y=betz=ce x4+ 0y =c

TABLEAU 4.2 — La pente, résumé

droite croissante droite décroissante droite horizontale droite verticale
Y Y Y Y

A
a>0 / \ a<0 a=0

/ . N . . v

pente positive pente négative pente nulle pente indéfinie
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Exercices

4.23 Calculez, lorsque possible, la pente de la droite passant par les points donnés. Tracez la
droite a la main et précisez ensuite si elle est croissante, décroissante, horizontale ou verticale.

(a) (—3;-2) et (2;10) (c) (=2;1) et (=2;-5)
(b) (=4;6) et (2;-2) (d) (3;5) et (—3;5)

4.24 Dans le systéeme métrique, 'eau gele a 0 °C et bout a 100 °C (au niveau de la mer). Cette
unité de mesure est d’'usage courant a travers le monde a l'exception de quelques pays, dont les
Etats-Unis, qui utilisent toujours I’échelle Fahrenheit.

Dans ’échelle de température en Fahrenheit (°F), le point de congélation de I'eau est a 32 °F et le
point d’ébullition est & 212 °F.

(a) Les échelles de température en Fahrenheit et en Celsius ont une relation linéaire. Si f désigne
la température en Fahrenheit et ¢ désigne celle en Celsius, déterminez une équation linéaire
qui décrit f en fonction de c¢. Tracez son graphe.

(b) Si une famille de Montréal régle le thermostat a 20 °C, cela correspond & combien en
Fahrenheit ? Cette derniére correspond a quoi sur le graphe tracé en (a)?

(¢) S’il fait 100 °F a Dallas, cela correspond a combien en Celsius? Cette derniére valeur
correspond a quoi sur le graphe tracé en (a) ?

(d) La pente de la droite trouvée en (a) nous dit quoi dans le contexte ?
(e) Les échelles en Celsius et en Fahrenheit coincident a quelles températures ?

4.25 Tracez la droite d’équation donnée.

(a) y=2z -3 (b) 2z +3y =6 (c) 2¢—6=0

4.26 Déterminez ’équation de la droite qui satisfait aux conditions données. Déterminez son
équation sous la forme pente-point et, ensuite, sous la forme pente-ordonnée.
(a) De pente 2 et passant par (3;1)
b) De pente —2 et passant par (—3;1)
c¢) De pente % et passant par ’origine
d) Passant par les points (4; —2) et (—1;—7)
e) Passant par les points (3; —1) et (2;2)
) Passant par les points (—2;3) et (4;3)
8)
h) Passant par (—3;2) et d’ordonnée a l'origine —5

)

(
(
(
(
(
(g) Passant par les points (5; —2) et (5;6)

(

(i) D’abscisse a l'origine 5 et d’ordonnée a ’origine —1

4.27 Déterminez I’équation de la droite suivante.
Yy
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4.28 En examinant le graphe de la droite y = ax + b donnée, déterminez sia < 0,a > 0oua =10
etsib<0,b>00ub=0.

4.29 Esquissez le graphique d’une droite y = ax + b ayant les paramétres donnés.

(a) a>0etb<0 (b) a=0etb<0 (c) a>0etb>0

4.30 Tracez le graphique des droites d’équations données.

(a) y=—2 () =-1 (e) y
(b) y=3 (d) x=2 (f) =

0
0

4.31 Réécrivez, lorsque possible, I'équation de droite donnée sous la forme pente-ordonnée. A
I’aide de cette réécriture, déterminez la valeur de la pente et celle de 'ordonnée a 'origine. Grace
a ces parametres (pente et ordonnée a 'origine), tracez le graphe de la droite.

(a) 8z —4y =12 (b) 5y —10=0 (¢) 22 —6=0

4.32 Déterminez ’équation de la droite qui passe par le point donné et qui est parallele a la droite
d’équation donnée.

(a) (3;2) et y=2x+1 (b) (2;—1) et 3y =2x+1 (¢c) (-1;-3) etz =4

4.33 Déterminez I’équation de la droite qui passe par le point donné et qui est perpendiculaire a
la droite d’équation donnée.

(a) (1;5)ety=3x—1 (c) B)ety=2—=x (e) (;3)etx=1
(b) (1;-2) et y=14 (d) (=3;1) et 3z+2y=1

4.34 Une tige rigide de 8 cm est placée a la droite de I’axe central d'un cerceau circulaire de 2 cm
de rayon. La tige tombe, bascule en pivotant sur sa base et entre en contact avec le cerceau.

En suivant les étapes suivantes, déterminez ou placer la tige (P) afin que son point de tangence (T")
avec le cercle soit a une hauteur de 3 cm. Ensuite, déterminez ou se situe 'autre extrémité de la
tige (E). Une esquisse de modélisation est présentée ci-dessous.
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Rappel. Une droite tangente a un
cercle est toujours perpendiculaire au
rayon du cercle au point de tangence.

Consignes TI. Travaillez en mode auto,
donnez les réponses exactes et ensuite des
réponses arrondies. Ces dernieres serviront
a valider a ’aide du graphique.

(a) Déterminez ’équation du cercle qui modélise le cerceau.

(b) Utilisez le fait que T" est un point du cercle pour en déterminer ses coordonnées.

(c) Déterminez I’équation de la droite passant par les points P et T. Ne présumez pas que cette
droite passe par le point (0;6).

(d) Trouvez les coordonnées du point P, le point d’appui de la tige sur 1’axe horizontal.

(e) Trouvez les coordonnées de lextrémité E de la tige.
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4.6 Les systemes d’équations linéaires

Définition 4.3 Un systeme d’équations linéaires a deux variables est formé de deux ou
plusieurs équations linéaires a deux variables. Par exemple,

rT+2y = 2
r—2y = 6
est un sytéeme de deux équations linéaires en deux variables x et y.
Résoudre un systeme d’équations a deux variables consiste a déterminer ’ensemble solution

du systéme, c’est-a-dire I’ensemble des couples de valeurs des variables qui satisfont toutes les
équations du systeme.

Exemple 4.23
Déterminez si (4; —1), (—2;2) et (3;4) sont des solutions du systéme d’équations linéaires

r+2y = 2
r—2y = 6.
Solution :
Puisque 4 est I'abscisse et —1 est 'ordonnée du point, on remplace x par 4 et y par —1.
x+2y = 2 r—2y = 6
? ?
442(-1) = 2 4-2(-1) = 6
1-2 L 2 1+2 < 6
2 = 2 vrai 6 = 6 vrai

Le couple (4; —1) satisfait les deux équations et est donc une solution du systéme.
Dans le cas de (—2;2), on remplace x par —2 et y par 2.

T+ 2y = 2 T — 2y = 6

(—2) +2(2) = 2 (—2)—2(2) = 6

244 £ 2 24 £ ¢
2 = 2 vrai —6 = 6 faux

Le couple (—2;2) satisfait la premiére équation mais pas la deuxiéme. Le couple (—2;2) n’est donc
pas une solution du systeme.
Dans le cas de (3;4), on remplace x par 3 et y par 4.

z+2y = 2 r—2y = 6
? ?
3424) = 2 3-2(4) = 6
348 £ 9 3-8 < 6
11 = 2 faux -5 = 6 faux

Le couple (3;4) ne satisfait aucune des deux équations. Il ne s’agit donc pas d’une solution du
systeme.

Lorsque A et B ne sont pas tous les deux nuls, le graphe d’une équation Ax+ By = C' est une droite
et résoudre un systeme d’équations de cette forme correspond & trouver l'intersection des droites
qui composent le systeme.

Puisque le couple (4;—1) satisfait les deux équations du systeme, il est a U'intersection des deux
droites. Le couple (—2;2) satisfait la premiére équation du systéme mais pas la deuxieme, il est
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donc sur la droite z + 2y = 2 mais pas sur la droite z — 2y = 6. Le point (3;4) ne satisfait aucune
des deux équations, il n’est sur aucune des droites.

Y

42y =2

En général, un systeme de deux équations linéaires a deux variables aura zéro, une ou une infinité
de solutions selon que les droites impliquées sont paralleles distinctes, s’intersectent en un point ou
sont paralleles confondues. L’interprétation de I’ensemble solution d’un tel systéme est résumé au
tableau 4.3 ci-dessous.

TABLEAU 4.3 — Interprétation de ’ensemble solution, résumé

droites paralleles droites sécantes droites confondues
g g g

solution

AN — ./ :

N

aucune solution solution unique infinité de solutions

Pour résoudre un systeme d’équations linéaires a deux variables & la main, on privilégie " la résolution
par substitution qui consiste a isoler une des variables d’une équation pour ensuite remplacer cette
variable dans 'autre équation. L’équation a une seule variable obtenue est alors facile & résoudre.

Exemple 4.24 |
Résolvez le systeme d’équations et donnez une interprétation graphique de son ensemble solution.
or —4dy = 9
z+3 = 2.

ii. Il existe aussi la méthode de comparaison et celle de réduction, mais on privilégie la méthode par substitution,
omniprésente en mathématique et en sciences.
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Solution :
Etape 1. On isole une variable de I'une ou l'autre des équations. Dans ce cas, en isolant z dans
I’équation x + 3 = 2y, on évitera les fractions.

r+3=2y<—=zxr=2y—3
Etape 2. On remplace I'expression de I'étape 1 dans I'autre équation. On remplace x par 2y — 3.
S5r—4y = 9
52y —3)—4y = 9
Etape 3. On résout ’équation & une variable obtenue a I'étape 2.
52y —3)—4y = 9
10y —15—-4y = 9

6y = 24
y = 4
Etape 4. On remplace la valeur trouvée & I'étape 3 dans I’équation de 'étape 1.
r = 2y—3
r = 24)-3
T = 5

Puisque © = 5 et y = 4, la solution est (5;4).
Etape 5. On vérifie que la solution proposée satisfait bien les deux équations de départ.

ox — 4y 9

? r+3 = 2y
5(5)—4(4) = 9 7
? (5)+3 = 2(4)
2516 =9 ) 8 = 8 vrai
9 = 9 vrai

La solution est alors (5;4) et correspond au point d’intersection des deux droites.
4

Awvec la TI... Si on veut, on peut vérifier ses calculs, étape par étape, a l'aide de la calculatrice.
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solve[_r+3=2- y,_t'] 1=2-y-3
5 x—4: y=9]x=2- y—3 6 y—15=9
solve(ﬁ-y—15=9,y] y=4
r=2-y-3y=4 r=5
5-x—4: y=9|x=5 and y=4 true
r+3=2-y|v=5 and y=4 true

Exemple 4.25
Résolvez le systeme d’équations et donnez une interprétation graphique de son ensemble solution.

r+2y = 5
3z +6y = 12
Solution :
On isole = de I’équation = + 2y = 5.
T+2y=5<4<=x=5—-2y
On remplace I'expression obtenue dans I'autre équation
3x+6y = 12
3(b—2y)+6y = 12
et on résout I’équation obtenue
3(b—-2y)+6y = 12
15 —-6y+6y = 12
15 = 12.

Puisque I'égalité 15 = 12 est fausse, le systeme ne posseéde aucune solution. Les droites impliquées
sont paralléles.

+ t x
! 3x+6y:12\

On peut vérifier algébriquement que les droites sont bien paralléles en isolant y pour trouver leur
forme pente-ordonnée.

rT+2y=95 < y=-—35r+3
3xr+6y=12 <— y=—5x+2

Dans les deux cas, la pente est —%, elle correspond au coefficient de la variable x, et les droites ont
des ordonnées a l'origine différentes. Ce sont bien des droites paralleles distinctes.
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Avec la TI... Lorsqu’on résout ce systéme a l'aide du solveur de la calculatrice, elle nous retourne
false.

solve({ffz.}es , {ny} false

Ceci signifie que le systeme ne posséde aucune solution, les deux équations ne sont jamais vraies
simultanément. Puisqu’il n’y a aucune solution, les droites sont paralleles.

Attention ! Deux équations sont équivalentes si elles ont le méme ensemble solution.
Deux équations linéaires équivalentes sont donc représentées par la méme droite.

Exemple 4.26
Résolvez le systeme d’équations et donnez une interprétation graphique de son ensemble solution.

de+y = 3
12243y = 0.

Solution :

Dés le départ, on constate que si on multiplie la premiere équation par 3, on obtient la deuxieme
équation. On peut directement en conclure que les droites sont paralleles et confondues puisque les
équations sont équivalentes et ont donc le méme ensemble solution. Si on ne fait pas immédiatement
ce constat, comment s’en rendre compte par les calculs?

On isole y de I’équation 4x +y = 3
dx+y=3 <= y=3 -4z,
on remplace cette expression dans 'autre équation

122 +3y = 9
120 +3(3—4x) = 9

et on résout

122 +3(3—4x) = 9
120 +9—-122 = 9
9 = 9 wvrai.

Contrairement a I’exemple précédent, ’égalité 9 = 9 est vraie quelle que soit la valeur x réelle. Il y
a donc une infinité de solutions possibles.

On peut vérifier algébriquement que les droites sont confondues en résolvant chacune des équations
du systeme de départ pour y afin de constater qu’elles sont équivalentes a y = 3 — 4x:

de+y=3 <— y=3—4x
et
120 +3y =9 <= 3y=9-122
= y=3—4x.

Les équations, 4z +y = 3, 122 + 3y = 9 et y = 3 — 4z, sont donc trois équations équivalentes dont
I’ensemble solution correspond a la droite de pente —4 et d’ordonnée a l’origine 3. Tout point de
cette droite est une solution du systéme d’équations.
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Il y a une infinité de facons différentes de décrire ’ensemble solution. Elles dépendent du choix de
I’équation utilisée pour décrire la relation entre les variables, en voici quelques-unes.

{(z;y) e RxR | 4z +y =3} en utilisant une des équations données
{(z;y) e RxR | y=3—4x} en isolant y en fonction de z
{(z;y) eRxR |z = %} en isolant x en fonction de y

Avec la TI... Lorsqu’on résout ce systeme a l'aide de la calculatrice, elle nous retourne une
paramétrisation (une fagon de générer des solutions) de ’ensemble solution.

501%({4. =3 ) 0 (cr-3) 0

12-x+3 =9 4

Ainsi, lorsqu’on donne une valeur a y, que la calculatrice désigne ici par ¢1, la valeur correspondante
de x peut-étre obtenue en calculant

—(c1 —3)
r=——.
4
solve et {x}'} —-{H—3} d y=ci
1243 =9 4" e
-(er-3) x=1and y=-1
xX= and y=cf|el=-1
-(er-3) x=-2and y=11
X=— and y=cf|ci=11
4
(e1-3) x=0.215 and y=2.14
xX= and y=cl|cf=2.14
4
(e1-3) 3
X= and y=ci|cf=0 =— and =0
4 4
-(ez-2) x=1.1425 and y=-1.57
X=— and y=cf|cf=-157
4

Les couples (z;y) ainsi obtenus sont des solutions du systéme d’équations et ’ensemble de toutes
les solutions peut étre décrit par
—(c1 -3
{<(4);cl) | cl e R}

—(el=3) ot équivalente (lorsque y = c1) a celle obtenue lorsqu’on isole = de chacune

La formule x = ——
des équations du syteme de départ.

3— —(y—3

4x+y:3<:>1::7y<:>33:£.
4 4

—(¥—3)

YR

Quot écrire ? Pour consigner par écrit le résultat obtenu a l'aide de la calculatrice, il est plutot

d’usage d’écrire
3—y
; R
{(57%) 1ver)

12z 4+ 3y = 9 <= faites-le <=z =
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que

Exemple 4.27 |
Trouver la distance entre le point (5;4) et la droite d’équation y = —%x + 4.

Solution :

La distance d’un point P a une droite est la plus courte distance séparant ce point P et un point
appartenant a la droite. Elle correspond a la longueur du segment perpendiculaire a la droite reliant
celle-ci au point P. En trouvant le point d’intersection @) entre la droite et ce segment qui lui est
perpendiculaire, il suffit donc de calculer la distance entre les points P et () pour obtenir la distance
entre P et la droite.

Etant donné le point P(5;4), on cherche les coordonnées du point Q. Il faut, dans un premier
temps, trouver ’équation de la droite passant par le segment P(Q). La pente de cette droite est 2,
puisque, les deux droites étant perpendiculaires, elle est 'opposée de l'inverse de la pente de la
droite y = —%x + 4. Comme elle passe par le point P = (5;4), on peut utiliser la forme pente-point
pour trouver I’équation de la droite prolongeant P(Q.

y—4=2x—-5)<—=y—-4=2r-10<=y=2x -6

Les coordonnées du point d’intersection @) se trouvent en résolvant le systéme d’équations linéaires

suivant.
y = —%x +4
y = 2x—6

On substitue la valeur de y de la premiére équation dans la deuxiéme et on isole x.

—Jr4+4 = 22—6
—srx—2r = —6-4
2z = -10
r = (7%),(710)
r = 4

On trouve la valeur de y en remplacant x dans une des équations de départ: y = 2(4) — 6 = 2. Le
point d’intersection cherché est donc Q(4;2).
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11 suffit de calculer la distance séparant les points P(5;4) et Q(4;2).
d(PQ) = /(64 + (427 = VI+4=15

La distance entre le point P(5;4) et la droite y = —%x + 4 est donc /5 unités.

Exemple 4.28
Le budget d’un client pour un projet est de 25000 $. Le gestionnaire de projet de la firme
soumissionnaire évalue qu’il faudra 50 jours-personnes (un jour-personne représente le travail qui
serait accompli par une seule personne en un jour) pour réaliser le travail. Deux personnes ressources
seront affectées a ce projet. Le taux facturé par Uentreprise pour 'une d’elle est de 400 $/jour et
celui pour lautre est de 650 $/jour. Combien de temps sera imparti & chaque personne sur ce projet
pour en respecter le budget et le nombre de jours ?

Solution :

Au total, les deux personnes de la firme travailleront 50 jours et le montant facturé pour leur travail
sera de 25 000 $. Si on pose z le nombre de jours qui seront travaillés par la premiére personne
et y, celui prévu pour la deuxiéme personne, alors on a le systeme d’équations linéaires suivant a

résoudre.
z+y = 350
400z + 650y 25 000

On isole y dans la premiere équation,

r4+y=500<=y=50—-=x

puis on substitue dans la deuxieme.

400x + 650(50 — :U) = 25000
400x + 32 500 — 650x = 25000
32 500 — 250 = 25000
—250z = -—7500
_ 7500
T = 350
r = 30

On trouve y en remplagant la valeur de x dans la premiere équation.
y=50—-30=20
Sur ce projet, 30 jours de travail seront planifiés pour la premiére personne et 20 jours pour la

seconde.

Validation. De fagon évidente, on a que la solution x = 30 et y = 20 respecte la premiere équation
x +y = 50, puisque 30 + 20 = 50, mais on peut vérifier qu’elle satisfait aussi la deuxiéme équation.

400z + 650y = 25 000
400(30) 4 650(20) = 25 000
12000 + 13 000 = 25 000

25000 = 25000

Graphiquement, on constate que la solution (30;20) correspond aux coordonnées du point d’inter-
section des deux droites.
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Exercices

4.35 Déterminez la position relative des droites suivantes (paralleles distinctes, confondues,
sécantes, perpendiculaires). Lorsqu’elle existe, trouvez leur intersection.

(a) y=2zx+1lety=10—x (d) 2x + 5y = 15 et 4z + 10y = 20
(b) y=6z —2ety=3x+1 () z+y=1let2y=2—2z
(c) Bz+y=2ety=>5xr—6 (f) 2=2ety=>5

4.36 A l'aide de votre calculatrice, déterminez la position relative des droites suivantes (paralleles
distinctes, confondues, sécantes, perpendiculaires). Lorsqu’elle existe, donnez leur intersection.

Consignes. Travaillez dans une fenétre de calcul. Validez ensuite vos résultats en les comparant
au graphique.

(a) 17z + 15y = 27 et 152 — 17y = 50 (c) 4z =35y —1et Ty —8x =2
(b) 2,52+ 3,2y = 5,7 et 1,4z + 5,2y = —3 (d) y=2,1z —2 et 10,5z — 5y = 15

4.37 Trouvez la distance entre le point et la droite.

(a) y=2z+1et (3;2) (b) 3z +y =6 et (0;0) (c) 2y =4z +3et (—1;—3)

4.38 Une entreprise de gaz naturel désire raccorder la maison d’un nouveau client & une conduite
de gaz passant prés de chez lui. La conduite est constituée d’un tuyau en ligne droite dont la
deuxieme extrémité se situe a 500 m a l’est et 800 m au nord de la premiere extrémité. La maison
du client est située a 50 m a I’ouest et 100 m au nord de la premiére extrémité du tuyau. Quelle est
la longueur du plus court tuyau qui permet de raccorder le nouveau client a la conduite existante ?

4.39 En posant et en résolvant des systemes d’équations linéaires a deux variables appropriées,
répondez aux questions suivantes. [llustrez graphiquement & quoi correspondent les solutions
obtenues.

(a) Trouvez deux nombres positifs dont la somme est 100 et dont la différence est 12.
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(b) Si 100 billets de 5 $ ou de 10 $ constituent une somme totale de 850 §, combien y a-t-il de
billets de 10 $?

(c) Le périmetre d'un écran d’ordinateur est 162 cm. Si sa longueur mesure 22 cm de plus que
sa largeur, quelles sont les dimensions de 1’écran ?

4.40 Lorsque Jérdme loue une automobile pour 3 jours et parcourt 175 km, il paie 125 $. S’il la
loue 5 jours et parcourt 400 km, elle lui cotite 250 $. Quels sont le taux de location par jour et le
taux par km?

4.41 Une explosion prés de la surface de la mer est détectée par les senseurs submergés d’un
navire 30 secondes avant qu’elle ne soit détectée sur sa plate-forme. A quelle distance du navire se
produit I'explosion 7

Rappel. La vitesse du son dans 'eau est d’environ 1500 m/s tandis que dans Dair elle
est d’environ 340 m/s.

4.42 La figure 4.2 montre une coupe 2D d’une structure avec les coordonnées de quelques points
importants. L’axe des x représente le sol et les coordonnées sont exprimées en metres.

Y

D = (4,84;3,24)

3 p
E = (6,3;2,36)
2 Se
S N
~ cable
~
1 1 ~
~
~
\\ B
+ o—> T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIGURE 4.2 — Coupe 2D d’une structure

Consignes. Travaillez dans une fenétre de calcul et non dans le registre graphique.

Faites attention aux arrondis. Ne jamais arrondir un résultat dans un calcul intermédiaire, utilisez
plutdt les valeurs données par la calculatrice (pas seulement la partie affichée). Au besoin, vous
arrondissez lorsque vous consignez votre travail par écrit.

(a) Trouvez I’équation de la droite passant par les points D et E.

(b) Sachant que la droite passant par D et K est verticale, quelle est son équation ?

(c) On pourrait penser que la droite passant par les points A et C' et celle qui passe par les points
D et E sont perpendiculaires. Montrez que ce n’est pas le cas. Vous pouvez tenir pour acquis
que les points A, C' et F' sont sur une méme droite. Il en est de méme pour les points B, E,
D et F.

(d) Trouvez les coordonnées du point F', le point le plus haut de cette structure.

(e) Sachant que B est le point d’attache du cable sol (celui en pointillé), calculez la longueur du
céble reliant les points F et B.



Réponses

Chapitre 1

Rép. 1.1

Rép. 1.2

Rép. 1.3

Rép. 1.4

Rép. 1.5

Rép. 1.6

Rép. 1.7

(a) Vrai (f) Vrai (i) Vrai
(b) Faux (g) Vrai, dans un ensemble, (j) Vrai
(c) Vrai on ne tient pas compte (k) Vrai, dans un ensemble,
(d) Vrai de I'ordre il n’y a pas de répétition
(e) Vrai (h) Vrai (1) Faux

(a) 5,leQetR
(b) —v36=-6¢Z QetR
() VTIcQ etR
(d) 23/2€Qet R
() —36/12=-3€Z, QetR

13 = 6,5, T ~3,14/4~3/4=0,75et V/36 =6

~—

~

215,1351 € Q et R

¢) —512,36 € Q et R
h) 2reQ et R

—5715€QetR

On peut coincer 10 entre les carrés parfaits 9 et 16 pour en déduire que 3 < /10 < 4 tout en

étant plus pres de 3 que de 4 (puisque 10 est plus prés de 9 que de 16.) et ainsi,

en étant plus pres de —3.

-4 < —/10< -3

(b) (c) (d) (a) (e)
O O O O O
-7 —6 -5 —4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4 5 6
(a) 7<10 (b) —m> 3,2 (c) V2<1,42 d 1>1
(a) 1-15:3] ={x e R| - 15 <z < 3}
(b) [m; [ {zeRlz =7} = 3
(c) ]—o0;—2[={r eRlz < -2} ~
() [~ 27553[ {r eR|—-2,75 <z <53} =2
—2,75 5,3

(a) ]—oc;4] (b) [-6;6] (c) ]0,00] (d) ] —o0;500]
(a) | —45,3| = 45,3 (d) V52 -7 =527, car /52 — 7> 0
(b) |7325| :75_25 (¢) |5 — /35| =+35—5,car 5—+/35 <0
(c) m:?:_l () 3=—ml=mn—-3,car3—7w <0
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Rép. 1.8

Rép. 1.9

Rép. 1.10

Rép. 1.11

Rép. 1.12

Rép. 1.13

REPONSES

(a) |z| =5 lorsque x =5 ou x = —5
(b) |z| =0 lorsque z =0
(¢) |z| = —2 est impossible car la valeur absolue n’est jamais négative
(d) |z| = 3,2 lorsque x = 3,2 ou z = —3,2

15 15 15
(e) |z|= 7 lorsque x = 3¢ ou x = —
(f) |z| = /3 lorsque 2 = V3 ou z = —/3
(a) |3—21]=|—18 =18
(b) [19-12|=7]=7
(€ [=3-2[=|-5=5

Validation. On peut vérifier le résultat a I'aide d’un graphique. Voyez la figure ci-dessous.
L 5 1
>
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

@) [=5=(=D=]-5+7=[2] =2

(a) Le tableau suivant donne les écarts |note — moyenne| pour chaque équipe de chacun des
groupes.

Numéro d’équipe || 1 | 2] 3 [4|5 |6 |7|8 |09
Ecarts groupe 1 11|10 8 | 8| 4 |27 |5 |14 | 2
Ecarts du groupe 2 || 14 | 4 [ 17 | 938 | 3 | 4| 2 | 15

(b) L’écart absolu moyen du groupe 1 est de 8,8, ce qui signifie que les notes s’écartent en
moyenne de 8,8 points de la moyenne, tandis que I’écart moyen du groupe 2 est de 11,8.
La dispersion des notes autour de la moyenne est donc plus grande dans le groupe 2 que
dans le groupe 1.

d((5;3),(1;4))=15—1|+13—4|=4+1=5
d((5;3),(2;2))=15—-2|+3—-2|=3+1=4
d((5;3),(7;4))=15=7+3—4|=2+1=3
Le taxi situé en (7;4) est le plus proche et devrait prendre le client.

)

(a) 22 =30+ 1,0 =22-3(2)+1=4—6+1=—1
(b) (=124 (y—3)2|pmays = (2—1)24+(5-3)2=12422=1+4+4=5

o Dbrl=3 C|-15-3 15-3 12 4
3-2x|,_, 3+6 9 9 3
(d) 5% —4aclg—sp3c0=32—4:2.0=9-0=9
— 3—1 2
(e) 7y2 y1 = —= - = 1
T2 7 L1 gy =2,09=4,y1=1,y2=3 4-2 2

Le calcul se fait difficilement a la main, on utilise alors la calculatrice.

(a) —4,9t2 + 30t + 2|;—¢o = 2 donc & 2 m de hauteur

(b) —4,9t% + 30t + 2|4—51 ~ 27,55 donc a environ 27,55 m de hauteur

(c) —4,9t% + 30t + 2|j—g ~ —71,6 m
On pourra conclure que le modele, tel qu’il est énoncé, ne reflete pas bien la hauteur de
lobjet dés que celui-ci arrive au sol. La fonction définie par parties

b —49t2+30t+2 si0<t<6,188
- 0 sit> 6,188
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serait plus appropriée. En effet, dés que ’objet frappe le sol a t ~ 6,188 s, le modele indique
que sa hauteur est 0. Evidemment, il ne tient pas compte du rebondissement potentiel...

Rép. 1.14 i\ﬁ’ ~ 82,4 Hz
K1 L=0,65;T=136;1~0,01185

Rép. 1.15 (a) 3(6z) = (3-6)x = 18z

(b) 6z + (bx +3) = (6x +5x)+3 =11z +3

(¢) z-5=5hx

(d) 3(x+2)=3x+6

(e) 42z —5) =4(2z) +4(—5) = (4-2)z — 20 = 8 — 20

@

Rép. 1.16

&
~—

La commutativité de la multiplication

=

Le neutre de ’addition
L’associativité de ’addition

EZ

Le neutre de la multiplication
L’associativité de la multiplication

—
N

La distributivité de la multiplication sur I’addition
La commutativité de I’addition

= 09
~— —

La commutativité de la multiplication

N N N N N N N
~—

Rép. 1.17 (a) fausse, elle illustre 'associativité de la multiplication 3(6z) = (3 - 6)z
) vraie

c) fausse, elle illustre la distributivité de la multiplication sur I'addition 3(1 + z) = 3 + 3z

d) vraie
Rép. 1.18 (a) —1 (b) —2/3 (¢) —0,5 (d) = (e) 0
Rép. 1.19 (a) 1 (b) 3/2 (c) 2 (d) -1 (e) non défini
Rép. 1.20 (a) —1/3 (b) 1 (¢) —4/3 () 1/2 (e) —10
Rép. 1.21 (a) 3 (c) 14 (e) 28 (g) —15 (i) 3

(b) 4 (d) —15 (f) 3 (h) —1
Rép. 1.22 2y 2 S04 2 w1

ep. 1. (a) 2 (c) W (e) T + 3 L=
2 2 (1+2)-2 =

0 2 (@) 80+ =1 () e
Rép. 1.23 (a) 2z +3—y () 3+ (z+2) (e) (x—2=+y)+(B+2)

(b) 2+ (5z)—1+3 (d) 5(z+1)+3+2=+(5z) () 5+4+1+(3—2x))
Rép. 1.24 (a) +[6] (d) [(z+15)(x—4)]

(b) [5e(-3y) | +[ 52 +[6y] () [Ba]+[2+30]+ 1]

(c) |=T(zy+ 2) (f) ‘(1+x+x+8)-2+x‘+
Rép. 1.25 (a) 4zy (g) 13 -5z (m) 2z +4

(b) —28xy (h) 5r + 8 (n) Tey+x — 6y + 3

(¢) —15xy — 5x + 6y (i) 5z (0) 92— 13

(d) 1+ 10z () —3z+2y—5 Y

(e) 6z +3 (k) 0 (p) 2z

(f) 8—= ) -2 (@) 9z+2
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Rép. 1.26

Rép. 1.27

Rép. 1.28

(a)
(b)
(¢)
(a)

G®|+|© (@) |G +1)
OO|+ o (@ |Gy +2)
@O |+|G0|+|® € |((z+15))Y(@—4)

REPONSES

Non, car le numérateur comporte plusieurs termes. On ne simplifie pas un terme du

numérateur avec un terme du dénominateur.

terme

24z —i—x

2

terme

Oui

=

, car =[5l z==

Oui, car on peut factoriser le numérateur et simplifier les facteurs communs.

2+2 2(1 1
t2e_2(0+2) (2) (A+2) .,
2 2 2 1

1

Oui, car —— =

1
8- (z—1 -1 -1

Oui,carL Sx x
8-z

Non, car 5 n’est pas un facteur du dénominateur mais un terme de celui-ci.

5 facteur 1

=0 ng

terme

Non, car 7 et y sont des facteurs du terme 7y et non du numérateur et du dénominateur. On
ne peut pas simplifier un terme du numérateur avec un terme du dénominateur.

terme

x—7y_37_

2+7y_2_|_

terme

Oui, car on peut factoriser le dénominateur et simplifier.

9a 9-a g a a

9%+9 9-(b+1)

9) b+1 b+1
1

27 3¢
6 2-3-x- .
= iy 20
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Rép. 1.29

Rép. 1.30

Rép. 1.31

Rép. 1.32

Rép. 1.33

Rép. 1.34

24(a+1)(b+c) __ 3-8 ‘(b+c) _ 8(b+c) .
(d) 2ern ) _ % m =30 sia #£ 1.

() Aw=l6 _ d(@=4) _ -4
20z+12 4,(51+3) 5x+3

(F) 5;47{1,}/}/ 5y S1 T #0ety#0
3:3-T-(z—1)-(a=1) _ ¢'3'7M(I71)

() 5.0o—1) =) e AL
—z(z+8 - T
(h) —13((96—0—8)) = 13% = {5, sl z # —8.

(i) Ge@y=s) _ P(+1)3(y=1) _ (z+1)(y=1)
12 ¢2¢ 2

(a) o (f) Ne se simplifie pas.
EE)) lj(i_sf) simplifie pas. (g) Ne se simplifie pas.
b
(d) Ne se simplifie pas. (h) 1
Tx+14 r+2 z+2 . .
(e) Ezuwg; = ;E%Jrz; = 3:+Z (i) 3(x+2),siz#3
(a) %5 (g) %O (m) % (5) —&
(b) —% (h) 5 (n) 5 (t) —=
(c) ? (1) ;% (0) —3 () L
(d) 7 () 3 (p) 9 2
(e) ;% (k) 5 (a) %1 (v) o3
() 3 @1 (r) —15 (w) 3
(0) =5 () 4 (@) =
(b) z{ (G) 3z-1 (r) 4?;5
(C) %, si Yy 7& -2 (k) 2—x (S) Tr+15
122 . 30
CYR wy (1) 4,siz# -2 (t) 115
3(2z—1) 5zr+3 30
() (m) >5
213? 3z—5z (u) —%
03 () 2(1—2z)
(8) 2 (0) 2t (v) 25 =25
(h) 2522 (p) =8 siz#0 (w) =12
(a) £, sia#0 (6) 212, sia#3
(b) S sie#0 (d) 25, sia# -2

On simplifie d’abord 'intérieur de la parenthése.

473 wr? 473 mr? 27 473 mr? - In
r = | — 27| = ] = +
3 2 3 2 1 3 2.1

43 9 drrd 1 drrd -1 4r
3 3 7w2r2  3.7%r2  3r¢
(a) 275 cm?
(b) 300 — 22 pour 0 < = < 10 ou, sous la forme d'un intervalle, x € [0; 10]

300 — 22%|,—5 = 275 cm?,
300 — 22|z=10 = 200 cm?
300 — 22|,—3,2 = 289,76 cm?

—
o
~
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Rép. 1.35

Rép. 1.36

Rép. 1.37

Rép. 1.38

Rép. 1.39

Rép. 1.40

32=3.3=9
—53=—5.5.5=—125
(=5)% = (=5)(=5)(=5) = —125

53
~ —

AAAAA
CHO
%
w
Il
Il
|

@
NC»
B
w
w
3]
|
O
DO

(a) (32)*(2y)° = (32)(37)(2y)(2y)(2y) = 3322 2 zayyy = 7227y’
_ 2 2)(wararrr)(yy) _ dfrexrrrayy 426

(2zy)%a®  (2zy)(2vy)rarvre

(b) =

zy zy
1 1 1 =
—1 -3 —
(C) 2 xy 7§.x.y737§.f.
(a) (=3)' =81
(b) —2-2.2=-23= -8
4
() (3) =%
(@) %=1

(a) —2x7!#2x car 2271 =-2. % —
(b) 3%-3% # 95 car 32 - 33 = 3273 = 35 on additionne les exposants

1
Vo2l 2R

e) 3zt +5y?z3

f) 3(x2)3(y3)4 — 31.6y12

2= (@ —29)°

REPONSES

Y

(c) 23423 # 43 car 22 + 23 = 2. 23 = 2% on additionne les termes, puis on additionne les

exposants des facteurs

(d) (32)3 # 3%, car (3%)% = 323 = 3%, on multiplie les exposants

(e) =5 # 3% car —5 = 3%2 = 3% on soustrait les exposants

38 38
32 32
108 108
28 28

(f) —x =5% car —— = (1—20)8, les composantes du quotient on le méme exposant

5x? ) 527 . .
(g) —5 #4a%, car — =5 car, si z # 0, on peut simplifier les facteurs communs
T

%
x2 =2
22
1-3272#1—

1
3x2)

.
RN

(
(1) 1073 # 0,0001, car 0,0001 =
(

# —2, car x2 n’est pas un facteur commun

10000 — 102

car 1 —3x72=1- 1—3’2, Iexposant —2 n’affecte que le facteur x
37437 43 = Lear37 437 437 = g4 g =1
) 2100 — 1625 car 1625 — (24)25 — 24-25 — 2100

m) 15,17x10% = 1,517x 105, car 15,17 = 1,517x 10 et 15,17x 105 = 1,517x 10x 10° = 1,517 x 10°

Puisque 5972 000 000 000 000 000 000 000 = 5,972 x 10%* kg

1,898 x 10%7 1,898

5,972 x 1024

donc environ 318 fois.

5 81z?
(a) 956 (f) yz
(b) @ (2) 8212
(c) a (h) 2

1127 N

(d) 8la''b (i) 2
(e) (a+b)? (j) 12

x 10% ~ 0,318 x 10® = 318

121y8

_2
6253
(a+1)
(b+1)3
537l+2

(n+1)x
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Rép. 1.41

Rép. 1.42

Rép. 1.43

Rép. 1.44

Rép. 1.45

Rép. 1.46

Rép. 1.47

a) 2711 =0 5! g) 0,525 > 0,5

( (
(b) (=0,1)~"% = —10" (h) (=0,5)%5 < (—0,5)3
¢) 925 < 933
sy () (<05 > (<0.5)17
(e) (=2)% > (—2)3° (G) 0572 <0,17%
(f) 1072 <103 (k) —375<573
(a) 9 (g) —2 (m) 3 (s) 1
(b) —7 (h) -2 () 3V/I0 0
(c) V-49¢R (i) 19 (0) VIO 1 5
(d) =5 (j) 5v2 (p) 3 () 1
(e) 05 (k) 2v5 (a) 5v3 V) 5
@ -5 RS (1) 23 (w) 3L
(a) 1—+/5 (b) 2 (¢) a®+4 avb—6b
Wl 1,1
V2 V2 V2 V2 2
b 2 2 2 Vi_23
V3 V3 VB VB3
o 1oV 1-VE | 1-vE V5 (1-vDVE_ V5 VTD
5 Vb Vs VB 5 5
Examinez bien comment la calculatrice représente ces valeurs.
L £
2 23
3 3,
12 2-1)- 5
Js 5
a a 1
(a) (a2)3/2 a3 o= a2
a\? y a? 5y a?  4a® 5a2_@_ﬁa
(b) \/<2) R i Ry
a\? a\?2 a\?2 a? a2 Va2 a a V2 V2a
© Wg) (2):\/2(2>‘ 2(4): T BB B 2
() 5 B 5 _a 4 a gV 1 - a
dip (Jese 2 VSR VETm Ve
(a) «/* = (Yx)? (d) —42°® = —A(Y/x)?
(b) 522/% = 5(¢/x)? () dwy?® = &
(c) bx~2/3 = (3‘1)2 (f) —222/3y~5/3 2;52//33 _2((\;/5)52
(a) /252y = (252%y)"/? = Bay'/?

195

Attention ! Si on entre I’expression +/25x2y dans la calculatrice sans spécifier que les
variables sont positives, la forme simplifiée qu’on obtiendra est 5|z|,/y. Pourquoi cette

derniére contient-elle une valeur absolue ? Voyez 1’encadré de la page 55.



196 REPONSES

(d) 3(:1;3)1/2 = 33/2¢1/2
Rép. 1.48 (a) 27%/3 =9 (h) V215 =32 (p) x2/5y1/6
(b) 5295 = 1 () VoI = 2247 @ Z5
(c) —93/2 27 § ) \/Qx \°/16x =2Va? (r) §+6
2 (1) 125 (S) 351'/
(e) (—4)*2¢R o (t) 201112
(f) 40—471=3 (n) x () 5ay?
3/2 23
& (=% (0) (v) 12
Rép. 1.49 (a) 10%/° > 72/5 (b) 1072/> < 772/5 (c) 0,572/ <0,17%/%
Rép. 1.50 (a) g (d) %\/%: 2%/5 (g) L’expression ne peut pas
étre simplifiée.
(b) 5V5 (e) yvTz ¢
(c) 222y () —=E (h) Vo Ty
2 r—1
ép. 1.51 —_ —_—
Rép. 1.51 (a) — G 7373 (©) =1y
5T +1 5 41

b =
(b) (ba? 4 2x)1/2 /522 4+ 2z

Rép. 1.52 La premiére valeur d’'un couple correspond a la projection du point sur I’axe des = tandis que la
deuxieéme valeur correspond a celle sur l'axe des y.

Y
(_1;3)?_3_,
l (3;2)
N 2
- |
I |
t } L z
-5 —|4 -3 -2 -1 1 2 3 5
| lr-—---- ‘1(4;71)
! )
|
(~a;-3f ~ 7777
4 4

Rép. 1.53 Pour tracer le graphe, on donne des valeurs a x et on calcule les valeurs correspondante y en
évaluant f(z). On place ensuite les couples trouvés dans le plan et on les relie par une courbe
lisse.
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r |y=2c—-3| (z;v)
-3 -9 (—3;-9)
2 =7 (—2,-7)
-1 -5 (—1;-5)
0 =3 (0; —3)
1 1 1,-1)
2 1 (1)
3 3 (3;3)

L’ordonnée a l'origine est —3. Pour que 2z — 3 = 0, x doit étre 3/2. Le zéro est donc 3/2.

Rép. 1.54 Les valeurs trouvées a l'exercice 1.34, respectivement 275, 200 et 289,76, correspondent aux
ordonnées des points d’abscisses 5, 10 et 3,2 respectivement.

Y

3,2; 289,76)
5,275)

|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|

U A o o o

' + + + + T + + T
—25 720/ —15 —10 -5 10 15 \ 20

Rép. 1.55 Le graphe de h dans une fenétre ott ¢ € [0; 7] et h € [0;50] est le suivant.

h
50 T
40 1
30 1
20 1 041‘(1(.)1"11166 a
Porigine : 2 zéro: ~ 6,19
10 1 /
q . : ; t
1 2 3 4 5 6 7

(a) Elle correspond a la hauteur de laquelle 'objet a été lancé. C’est-a-dire, 2 m est la valeur
obtenue en évaluant —4,9t? + 30t + 2|;—o.

(b) 1l correspond au temps écoulé entre le lancé et le moment ol l'objet frappe le sol, environ
6,19 s. On le trouve & 'intersection du graphe de la fonction et Paxe des abscisses (dans ce
cas-ci, l'axe des t).
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Rép. 1.56 (a) 20°C= 68°F, 68 correspond a 'ordonnée du point d’abscisse 20

Rép. 1.57

Rép. 1.58

Rép. 1.59

(b) Tordonnée a l'origine est 32,

point d’ordonnée 0

4 1 _ 4a-=5

a) 53— ,="%
) Datieh

72

) —9a+25b+1

30ab

) 6z+y

2z

)
)

J) 55x+4

s s R

=

P P
~—

~— —

=

fl(,\')=%-_\'+32

x

-30

f1: (20,68)

Ay

f1 (.\-)=3~ x+32
5

-30

f1: (0,32)°

£1()==- x+32
5

2
) a+4

) 2z+8

48
19
et

9(a+b)3
(12

a*b*

a6b12

(@ —y)t/°

_aBy?
(z+y)®/?
(=)
23/2y5/2

__ 6
(a+2b)17/12

o
~— ~—

o
~—

~—

~ N~~~
<+ w ]

~ N —

~

T

9ac

f—_

n =

~ o~ o~ o~ o~

-+

~ N —

REPONSES

dans des conditions normale, 1’'eau gele a 0°C= 32°F

(¢) 0°F=—17,7°C ~ —18°C, elle correspond au zéro de la fonction, c’est-a-dire & Pabscisse du

1
26p9/4
3/2

13731473
1
:r6y14
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Chapitre 2

Rép. 2.1 (a) A =6c? est de degré 2, tandis que V = ¢ est de degré 3.
(b) Ale=10 = 6(10)? = 600 cm? et V|.—19 = (10)® = 1000 cm?
(c) Non, si on double ¢, I'aire quadruple et le volume est multiplié¢ par 8. En effet, (2¢)? = 4¢? et
(2¢)3 = 8¢3

Rép. 2.2 (a) A =2nrh est de degré 2, tandis que V = 7r?h est de degré 3.

(0) V0]rman—o = m(4)%(9) = 14471 ~ 452,4 cm?® et A|,—4 p—9 = 27(4)(9) = 727 ~ 226,2 cm?

(c) Sir=1cm, alors h =49 cm fait en sorte que V|,—1 p—a9 = 7 - (1)? - 49 = 497 cm?
Si h =1 cm, alors r = 7 cm. En effet, V|,—7 =1 =7+ (7)? -1 = 497 cm?®
Pour trouver un troisiéme cylindre, on peut choisir une valeur (qu’elle soit entiére ou non)
pour r et ensuite en déduire la valeur h qui fait en sorte que 7r?h = 497. Par exemple, si
r =2 cm alors V|,—2 = 7(2)? h = 47 h. On cherche donc h tel que 47 h = 497. On en déduit !
h= %9 = 12,25 cm. Danslecasour = let h =49, A|,—1 p=49 = 27-1-49 = 987 =~ 307,88 cm?,
dans celuiotr=7et h =1, Al,=7 =1 =27 -7-1 = 147 =~ 43,98 cm? et
dans celui ot r = 2 et h =49/4, Al,—2 p—49/4 = 27 -2 - % = 4971 =~ 153,9 cm?.

(d) On choisit une valeur pour r ou pour h et on déduit I'autre valeur. Si, par exemple, r = 3 m,
h = 19% ~ 3,54 m et l'aire de la surface latérale est 27rrh|T:37h:% = % ~ 66,67 m2.

Rép. 2.3 (a) Vethﬂ'(T-F%)Q-h, Vintzﬂ'(r—%)Q-h
2 2
Vvezt%nt7T<T+A2x) h7T<TA2x) h

On évalue Venr=4cm, h=9cmet Az =1 mm = 0,1 cm

=

Viea.h=9,Az=01 ~ 22,62 cm?

Rép. 2.4

&
~—

polynéme de degré 6

o
~

pas un polyndéme car exposant 3/2 ¢ N

o
~

polynome de degré 1

ol
~—

polynome de degré 2

3
pas un polyndéme car — + — + — = 3271 4+ 2272 + 273, les exposants ne sont pas dans N
T x x

l=s)
~

monodme (polynéme a un seul terme) de degré 0

~—

polyndme de degré 3

= 5 ®
=

polyndme de degré 5

e e e e e e e
@
N

polynoéme de degré 4

Rép. 2.5 4
5}

1, cette valeur correspond a l'ordonnée a l'origine de la fonction. En effet,

AA
NRCHNCS

—~
o

P0)=1-2-0+0°+2-0%=1.

Tous les termes contenant un facteur x s’annulent lorsque = = 0. Seul le terme constant n’est
pas affecté par le valeur de x.

iii. L’égalité 47 h = 497 est en fait une équation en h et on verra la résolution d’équations en détail au chapitre 3.
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y:1—2x+m5+2x3

ot

(0;1)
/\‘ + + T

(d) -2
(e) 2
(f) 0
(¢) P(-1)=0
(h) P(—2) = —43, —43 correspond & l'ordonnée du point d’abscisse —2.
?i y=1-2x+2%+ 223

1 2

(i) P(t)=1-2t+1>+2t3

Rép. 2.6 (a) 5
(b) 4
() —2
(d) 3(=1)(2)%(3) —2(-1)*(3) +5(2)* + (1) — 2= —25
(e) 3(1)(2a)*(—1) —2(1)*(=1) +5(2a)®* + (1) — 2 = —12a®* + 2+ 20a* — 1 = 8a® + 1
(f) 3x(22)%(—z) — 22%(—z) +5(22)% + 2 — 2 = —122* + 22° + 2022 + = — 2
Rép. 2.7 (a) 822 -7z +5
(b) 5at — 223 + 922 — 3 + 4
(c) —bay — 2w+ Ty? —y + oy + 12
(d) 22+ 5xy — 3z + 2y
Rép. 2.8 (a) hLune't:S = 54,8 m
(b) hTe7'7'e|t:3 - 1779 m
(c) 4,12
(d) 4,1#?|;—3 = 36,9 m ce qui est cohérent avec 54,8 — 17,9 = 36,9.
Rép. 2.9 (a) —152° (e) 6x3y — 9t2x?
(b) 2t322y3 (f) 322+ by — 2y*
(c) 2a3y*z* (g) 22% — 1322 + 20z
( (

g)
1523 — 1022 + 5z h) 32% — 72?2 +4

2
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Rép. 2.10 (4z+3)(2z+1) —3(z +1) =82% + Tx
Rép. 2.11 22+ 142 +5
Rép. 2.12 (a) V =2z (10 — 2z) - (15 — 2x) = 42® — 5022 + 150z
(b) Vl]z=1 =104 cm?, V=25 = 125 cm® et V|;=5 = 0 cm3
Parmi ces trois boites, celle de hauteur x = 2,5 cm a le plus grand volume, soit 125 cm3.
(¢) Sur le graphique, les valeurs calculées correspondent aux ordonnées des points dont les
abscisses sont 1, 2,5 et 5.
REDN
= £1(x)=(10-2- x)- (15-2- x)- x .
/,A 195 | 2,5; 125)
100 + 1;104)
/ 75 1
/ 50 1
/ s |
10}/ .
0.5 /n.z f1: ( 1,104 )% ' ' ' ' ‘(57 O)x
1 2 3 4 5
Rép. 2.13 (a) 2z(z? +3) (b) 32?%(6x2 — 2z + 3) (c) (2z —1)(2®+5)
Rép. 2.14 (a) A(6B— A)
(b) L’expression a factoriser est équivalente & 24 - 3B + A? - (—1) sauf que A est remplacé par
3x — 2 et B est remplacé par (1 — z) et on doit effectuer une simplification finale.
2:(3z—-2)-3-1—2)+Bx—2)2-(-1) = 6-Bz—2)-(1—z)— 3z —2)?
= (Bz—-2)[6(1—-=2)+ 3z —2)(-1)]
= (Bz—2)[6—6x—3z+2]
= (3z-2)(8—9x)
(c) 3A3(A+4B)
(d) 3(z—1)2(5x—1)
(e) A2B*(9B + 10A4)
() 3z +2)%(2x — 1)*(48z + 11)
(g) —4(5 — x)3(4x — 3)8(13z — 48) = 4(z — 5)3(4z — 3)3(13z — 48)
Vous pouvez vérifier vos réponses a 'aide de la calculatrice en entrant une expression sur une
ligne de commande et en appuyant sur la touche [enter]. La calculatrice donne parfois une réponse
factorisée. Si la calculatrice ne donne pas une réponse factorisée, utilisez la commande Factoriser
du menu algebre.
Rép. 2.15 (a) 22 +52+6 = (z+2)(z+3) (e) (z+3)(x+5)
(b) 22— 10z +16 = (z — 2)(z — 8) ) (z—11)(z—-1)
(¢) 2?2 +2z—15= (z —3)(z+5) (g) t—6)(t+1)
(d) (z—5)(z+4) (h) —(x+1)(xz+4)
Rép. 2.16 (a) 144 —252% = 122 — (52)%? = (12 — 52)(12 + 5x)
(b) 49y? — 3622 = (Ty — 62)(Ty + 62)
(c) 2% —16 = (x — 2)(z +2) (2% + 4)
(d) 252% —100(z + 1)? = (5z)? — (10(x + 1))? = (5 — 10(z + 1)) (52 + 10(x + 1))

= (=5x —10)(15z + 10) = —5(x + 2) - 5(3z + 2) = —25(z + 2)(3z + 2)
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Rép. 2.17

Rép. 2.18

Rép. 2.19

Rép. 2.20

Rép. 2.21

Rép. 2.22

REPONSES

Aire=92? — 4, p=3x +2 par g = 3z — 2

a) m(7,5+ )% —n(7,5)% = nx? + 157z o2y 47.1239...x
b) a2 + 47,1239...2],_5.5 ~ 203,42 m?
) 2m(7,5+x)

(
(
(
(d) 2m(7,5+ z)|p=35 ~ 69,1 m

o

(a) Vo =mh[(r+4%)%—(r—5%)?]

(b) Avec A =1+ % et B=r— % et la formule de différence de carrés,

(+3) - (-3) = [(+2)- (-2 [(+2) (%))

I
~
+
m‘g
<
_|_
| B
=
+
sl
+
=
|
ij>

(¢) En factorisant I’expression pour le volume du cylindre, on obtient la formule pour le volume
du prisme rectangulaire droit de longueur 27r, de hauteur h et d’épaisseur x :

Ve = 77(7"—&— %)Qh—ﬂ(r— %)Qh exercice 2.3
= 7hi|(r+ %)2 —(r— %)2] mise en évidence des facteurs communs
= 7h-Azx-2r de (b)
= 2nrhAzx commutativité de la multiplication

(a) b? — 4(10‘,1:1,1,:3’6:2 =1>0
Les racines sont r; = _ga\)ﬁ =—letrg=="2Y= 92donca?+3z+2=(z+1)(z+2)

(b) b2 — 4(10‘,1:1,1,:,8’0:7 =36>0

—(—8)+v36 _

Les racines sont r; = ——5; =Tetry = % =1doncz?>—8z+7=(z—T7)(z—1)

La factorisation de ce polynéme aurait été plus rapide par inspection.
(C) b? — 4046‘,1:171):_2,6:_4 =20>0

Lesracinessontrl:%ﬁ\/ﬁ:l—&—\/getrg:%:l—\/g

donc 22 — 22 —4 = (z —1—5)(z — 1+/5))

La factorisation de ce polynéme n’aurait pas été possible par inspection.
(d) b% — 4ac\a=37b=17c=1 =-11<0

Le polynéme est irréductible et donc completement factorisé.
(e) b2 — 4ac\a:27b:476:_5 =56>0

Les racines sont r; = 74;22\{% = 72+2\/ﬁ

donc2x2+4mf5:2(x,—2+f\/ﬁ) (xi_g_f\/ﬁ>

—~|

et ro = 22) = 3

(a) 2%+ 10z +25= (z+5)? (c) 42% — 122+ 9 = (2z — 3)?
(b) n’est pas un carré parfait (d) n’est pas un carré parfait
(a) a2+ +36 =22+ +62=22+2-2-6+6%=2%+ 122 +6°
(b) y* — 20y + 100
(c) 2522+ 10z + =(5x)?+2-5x-1+ = 2522 + 10z + 1
(d) 42% — 122y + 9y?
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Rép. 2.23

Rép. 2.24

Rép. 2.25

Rép. 2.26

Rép. 2.27

Rép. 2.28

o o
=

o
~

@
~

N N S~~~ S
NausZ ~
=

~— —
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(z+4) (i) 3(z —1)(2%— 11z + 37)

(22 —1)2 (G) (1 —8z)(1+8x)

(4x — 5y)(4x + 5y) (k) (9ab — (a+b))(9ab+ (a + b))
(t+3)(t* —3t+9) N (2-3)E+3)=%>E@-2)(z+2)
(22 —1)(42® + 22+ 1) (m) (52 —2)(5z + 2)

(3 +4z)(9 — 122 + 162?) (n) 3(z—7)(z—1)

(3- (9 +32 4+ 25) (0) (3zy —4)?

(5x—|—2)( 22 —|—8x+4) (p) 1(2z+15)20u (22 +5)

2?(x+1)(a® —x+ 1) (i) 3Bz —1)(z+3)

2*(x — V5)(x + V) () B-22?(3-2)(3+=)

(233: —3)(2z + 3)(42% +9) (k) (62 —1)?

z(x —9)(x +9) 2

520 + 3)° () 2Tz —2)(Tz + 2)

“3z(z + 1)(x — 5)(z + 5) (m) 2(22 + 1)(= - 3)

80y2(2y — 1)(2y + 1) (n) —3(x+10)?

dzy(z + 1)* (0) 5(1 —22%)(x —2)(a? + 2z + 4)
RA{=5;5} (b) R (c) RA\{1}

H = ey = s £ D

22—z 1(1271) _ zlz—t)(z+1) _ 1(z+1) .
22l T @17 T () p—) sixz#1

On remarque que 1 n’est pas dans le domaine de la fraction résultante et n’a donc pas a en
étre exclu.

20r—3)siz£0et z # —1

5 6A%

oE 55 = ap SLA#O
5 6(z—1)> _ 3(z—1)
4(z-D2@+2)%  B(+2) 2(1+2)3’ siz#1
sp—d o290  _ 4ol (e-3)et3) _ Q@348 _ 223 o2 3
4dz+12  4x?2—4x+1 4(z+3 (2z—1)2 ,(,ar;kS’)’(2xfl)# 2x—1"
2232_242 : xfi;lﬁ =Z +3”3+9 ysiz# -2, x#£2et z#3

2 .
9tt+116 (4-3t) = ?’t’ff, six#£4/3

22—16 . z243z—4 _
222202116 * 32276213 47 siz#Fl,x# —detr#4

215 16 2 8
8 8 8 8
Cette expression généralise la soustraction de l'exercice (a) car si on pose x = 10 dans

lexpression (b), on obtient celle de (a). La simplification en (b) se fait de la méme fagon

qu’en (a).
2 1 5 20 —4 2
x4+ 2z B MzQsix;ﬁQ

=2

x—2 x-2 x-2 @ -9
x2 — 2 2¢ — 4 _x—2

_ — i 2
P Bri6 22 5ei6 2 3 0%7
3 1 3:3-1-5 4
5 3 3.5 15
3 1 3x+1)—(x+3) 2x

t+3 z+1  (z+D)(x+3) (@+D)(z+3)
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ép. 2.29

ép. 2.30

ép. 2.31

ép. 2.32

Rép.

2.33

REPONSES

(f) On effectue la mise au (plus petit) dénominateur commun (z — 1)3.

1 2 3 1 (z-1)? 2 (z-1) 3
x—1 (z-1)2 (x—1)3 x—1 (z=1)2 (=12 (z—-1) (x—1)3
(@122 -1)-3
- (z—1)3
(@ -22+1)-2@x-1)-3
- (z —1)°

2?2 —dx  w(z—4)

(@=17%  (z-1)°

(g) On effectue d’abord la mise au (plus petit) dénominateur commun.

7x73+9+2x79—6x (T —-3) g+9+2x 5 9-6z
5 2 0 5 2 2 5 10
(T —3)-24(9+27)-5— (9 —62)
B 10
_ 14z —-6+45+ 10z — 9 + 6z
B 10
30z +30  10(3z + 3)
0 gr T+ (x+1)
(h) On factorise les dénominateurs et on effectue la mise au dénominateur commun.
z—1 +1:+3+ 2 oz —1 " z+3 n 2
w2 —4r+4 22—4 2—2  (2-2)2 (z+2)(z-2) —(z-2)
z—1 Tz+3 2

@-27  @r2@-2 @-2
(x=1D(x+2)+ (z+3)(x—2)—2(x —2)(z+2)
(z —2)*(z +2)

(22 +2—2)+ (22 + 2 — 6) — 2(z? — 4)
2P+ 2)

2x
(z—2)*(z+2)

Attention & 'ordre de priorité des opérations!

(a) L2, siz#Oetx#2 (b) 22 siaz#£0 (¢) =T gjgp£ -2

W [ J=1-m » -1

@ 1+h# dpoardejotip s
(b) T #w 5 car =P =) 505

x

(a) Fausse, le plus petit dénominateur commun nécessaire est x(x + 3)

(b) Vraie
T 4

() —3% (e) —1HE

20x r—1)2
(b) — =zt (f) HEr

13 — _
(C) T (z—1)? (g) (tzi(it)4 = (t_2)4383_2)4
(d) ety (h) -84

Vous pouvez vérifier vos réponses a 'aide de la calculatrice en entrant ’expression sur une ligne
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Rép. 2.34

Rép. 2.35

Rép. 2.36

Rép. 2.37

205

de commande et en appuyant sur la touche [enter]|. La calculatrice donnera, dans la majorité des

cas, une réponse simplifiée.

(a) 242B3(4A + 3B)

(b) B(AB — 4)

(c) 6(y—3)°(y—2)*(~2y+7)

(d) (x— 3)2(33 + 1)4(6x +11)

(e) 2(z+ g) 12z +5)2(5 —x)
) (z+ 7)6(3:5 - ) (25x +14)

(g) 18z(x — 1)2(2z + 1)2

14(t +4)(3 — 1)
@—ﬁg

EE

(
(i) 4)?*(11z — )
G) 2z —-1)*1—2)3(-13z+9)
223
(a) Ty
(b) 4(7;:881)7 six#—3
(c) (ffg;”z), siz#-3etz#0
(@) Weh o
() a+1,sia# —1letb#—1
(a) 72242 (e) 23
=T
(b) 2(003—8)%—9) (f) 5 714)4
(©) &5
—7(2249) —2z% 4z
d) e (8) =7t

@-1)7

) 22 —21x—6
) 20z(x2—9)

(

( o Stz F —3etx#3
(c) 4232z —5)(3x —5)
(d) &
(

5
e) (25+3)2

Chapitre 3

Rép. 3.1

Rép. 3.2

(a) oui, car 3(0%_1 =—1et50) —-1=-1

(b) mnon, car (—2)% # 2(—

oD s
= 0R

2)? et on sait que —8 # 8

(x—4)(x—6), ,sic# —4detx#6
1g§2,six7é—66tx7é0
M siy£lety+#£4
+6,51x;«£6eta:;«£9
JC(IZ”G six #4+V31, 2 #4—+31 et
x#3
222 +202+9
(i) 4-10z
() § = g+ oz ou gt
7w($372)
T+a9)2
40(3z—4)%
(Bz—4)°
—4x+23
o1
8(z+2)
(8—a)°

2z (823 + 1)%(8x3 + 3622 + 37)

(¢) non, car v/2 —3 =+/—1 € R, 2 n’est pas dans le domaine de ’équation et ne peut donc pas

étre dans son ensemble solution.

(a), (b) et (c) sont des équations conditionnelles

(d) et (e) sont des identités

La calculatrice répond true lorsqu’il s’agit d’une identité ; I’équation est vérifiée quelle que soit
la valeur que prend la variable dans le domaine de I’équation.

(f) est contradictoire

La calculatrice répond false lorsqu’il s’agit d’une équation contradictoire ; ’équation n’a aucune

solution.
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Rép. 3.3 (a)

(b)

Rép. 3.4

REPONSES

Les courbes y = 3% et y = x ne semblent s’intersecter qu’en = = 1,5.

3% = x n’est donc pas une identité puisque la véracité de 1'égalité dépend de la valeur de
x. Il s’agit donc d’une équation conditionnelle.

Les courbes y = 5(z + 1) et y = 5z + 5 semblent superposées.

Par distributivité de la multiplication sur 'addition, 5(x +1) =5-z+5-1 =5z + 1 et ce,
quelle que soit la valeur x. L’équation 5(z + 1) = 5z + 5 est donc une identité.

Les courbes y = (22 + 3)? et y = 422 + 12z + 9 semblent superposées.

En développant le co6té gauche de 1’équation a l'aide du produit remarquable carré parfait
(somme) on obtient (2z + 3)? = (2x)% + 2(27)(3) + 32 = 422 + 122 + 9. Puisque I'égalité est
vraie quelle que soit la valeur x, I’équation est une identité.

Les courbes y = (2x + 3)? et y = 422 + 122 + 10 ne s’intersectent pas.

Comme la résolution de I’équation (2z + 3)? = 422 + 12z + 15,

(2043 =42 + 122+ 15 <= 42* + 120+ 9 =42’ + 122 + 15 <=9 =15

amene a une impossibilité, elle n’a aucune solution. L’équation est contradictoire.

On donne ici les solutions pour (e) et (h). Pour vérifier les réponses aux autres exercices, utilisez

le solveur de votre calculatrice.

(e) On commence par trouver le plus petit dénominateur commun de chacun des membres de
I’équation, on multiplie par 10, on simplifie et, finalement, on divise par —5.

37x7x7£7§ — 3x—5x7x—25
5 10 2 5 10
— —23:_3:—25
5 10
—2x
<— —Adr=zx-25
<— —bxr=-25
<— x=5

Validation. On vérifie la réponse en la substituant dans I’équation de départ.

¢ _ * 5

5 10 2

3(5) 2 (5) 5

= ~0 = 9773
-2 —2

Puisque la derniere égalité est vraie, 5 est une solution de I’équation de départ.

6.671y

-10

“6.67
La solution « = 5 correspond a I’abscisse du point d’intersection des deux droites y = 3?”: —x et
— T _ 5
¥Y=10 " 2-

(h) On commence par déterminer le plus petit dénominateur commun, on effectue la mise au
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dénominateur commun et, ensuite, on compare les numérateurs.

3 _ 5 1 . 3 _ 5 1
r+3 224+6 x-2 r+3 2x+3) -2
6(x —2) 5(x —2) 2(x+3)
<:> = +
20z +3)(x—2) 2x+3)(x—2) 2(x+3)(x—2)
TFRLLETS G(p—2) = 5(x — 2) + 2(z + 3)
S 6z —12=5x—-10+2x+6
— T = -8

Validation. On vérifie la réponse en substituant la valeur —8 dans I’équation de départ.

3 _ 5 N 1
x+3 2046 -2
3 7 5 n 1
(—=8)+3  2(-8)+6 (-8 —2
3 0z 5 1
-5 =10 —10
3 _ 6
-5 10

Puisque la derniere égalité est vraie, on conclut que —8 est une solution de ’équation de départ.

3 \ 4Ty -1 Y 3 -0.59"
£3(0)=——— \ i
(x) x+3 \ f.’r(x) x+3
5 1 \ :
3 1
fuly 2 ,\'+6+,\—3 % alx)- Btk xi
(i‘s\f“‘:
0.5 2 (-8,-0.6)
?
-4 \ -0.61
La solution z = —8 correspond a ’abscisse du point d’intersection des deux courbes y = %4_3 et

_ 5 1
Y=1tz16 T 722

Attention ! Méme si les deux courbes semblent coincider a plus d'un endroit, ce n’est peut-
étre pas le cas. Comment en étre certain? Grace a la résolution de 1’équation qu’on fait
algébriquement...

Rép. 35 2=20~09m,3z=L~28 met10-3z=2~714m

Validation. Les proportions semblent cohérentes avec la figure.

Rép. 3.6 On donne ici la solution pour (a). Pour vérifier les réponses aux autres exercices, utilisez le solveur
de votre calculatrice.
(a) On soustrait 2722 des deux membres pour tout ramener & gauche, on factorise et on utilise la
regle du produit nul.

32t =272 — 32t —-2722=0
= 32%(2%2-9)=0
— 32%(x-3)(x+3)=0
< x=0ouxz=3ouxz=-3

Les solutions correspondent bien aux abscisses des points d’intersection des courbes y = 3z% et
2
y = 27Tx°.
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=155.1

Validation. On peut toujours substituer les valeurs dans I’équation de départ pour s’assurer que
toutes les égalités sont vraies.

3.0 297.02«e=0=0
3.3 L 97.32 = 243 — 243
3. (=3)* £ 27 (—3)2 < 243 = 243

Rép. 3.7 (a) z = —2.5251, E.S.= {—2,5251}. 1l s’agit de l'abscisse du point d’intersection des courbes
y=2r—5ety=a>—2x+1.

y=a3 -2z +1

1 1 3
/{:215

(—2,5251; —10,0502

(b) true, l'ensemble solution est égal a lensemble de référence R \ {2}. Les courbes sont

22° 42’42

2 _ N 5 , . A . _ 2
superposées sauf en x = 2 ou o n’est pas définie, méme si y = 22° + 1

=2
P 3 _ 4024
est définie et vaut 9. La courbe y = 25=2242=2 5 yp trou en (2;9).
Y
y=222+1
y= 2137:-”1::1:22+:r72
: T
-2 -1 1 2 3

(c) false, équation contradictoire donc E.S.= {} = (), les courbes sont paralleles, elles ne se
croisent pas.
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Rép. 3.8

Rép. 3.9

Rép. 3.10

Rép. 3.11

Rép. 3.12

Y

81 y=5s2

6 1 y=5(z—1)2+ 10z
4

9 |

T
-2 -\ o | 1 2

4 4

—6 4

On donne ici les solutions pour (e) et (g). Pour vérifier les réponses aux autres exercices, utilisez
le solveur de votre calculatrice.

Dans ce qui suit, on suppose qu’il n’y a aucune division par 0.
(e) On rameéne d’abord tout au numérateur, on développe le produit et on isole R.

_ nE
I'= R+nr

< I(R+nr)=nFE

<~— IR+ Inr=nk

<= I[IR=nFE —Inr
nE—Inr

(g) On rameéne tous les termes qui contiennent y’ d’un coté de I'égalité, on met y’ en évidence et
on l’isole.

20 + 3222 =4y —1 = 22y® +1 =4y — 322y
— 2y’ +1=(4-32%%)y
) 2zy + 1

<~ =
L 3x2y?

Soit z et y les deux nombres, alors P = (70 — y)y = —y? + 70y.

Soit h la hauteur de la boite de conserve. Son aire totale A est donnée par la somme de son aire
latérale et de l'aire des deux disques fermant ses extrémités.

A = 2nrh + 272
On résout 1’équation pour h.

A=2mrh+2nr? < A-2nr?=2mrh
A — 212
— h="—"—
27r
Soit A la hauteur de la boite. Le volume V de la boite est donné par 25600 = hc?, ce qui implique
que h = Qiﬂ. L’aire est donnée par A = c?+4hc. En substituant I’expression de h dans ’équation

de l’aire, on obtient
5 102400
=c + .
c

25600
. . c

A=c*+4 5

c

La longueur L de I'échelle est donnée par L = /22 + (y +2,5)2 = /2> + (y + %)2

Les triangles rectangles étant semblables, les c6tés homologues sont proportionnels, ce qui permet
d’écrire une équation reliant z et y.

T  y+25
3y
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ép. 3.13

ép. 3.14

ép. 3.15

ép. 3.16

ép. 3.17

ép. 3.18

ép. 3.19

ép. 3.20

ép. 3.21

ép. 3.22

ép. 3.23

ép. 3.24

ép. 3.25

ép. 3.26

REPONSES

On résout 1’équation pour y.

Y+ 2,5

zy = 3(y +2,5)
zy =3y + 7,5
zy—3y =175
(x—=3)y=175
7,5

r—3

15
2(x - 3)

wlg
<

11117

y:

!

y:

On remplace y dans I’équation de la longueur de 1’échelle pour obtenir L en fonction de z.

e (8 e () e ()

(a) T=30+8(z—3)
(b) 4,25 km
(¢) 102°C, on comprend alors I’étonnement des experts...

150 mL d’eau

h =32 ~758m

17h 15

environ 4,88 km/h

Mathilde a 12 ans et Gérard, son pere, a 36 ans.

Il y a eu 8000 visites le premier jour, 6000 le deuxieme et 2000, le troisieme

1600 km

1 h 12 minutes

2d,
d; =
(a) i 2
2d 400
(b) d; = —2— —— cm, soit environ 2,01 cm

do -2 d,=400 cm 199

L’employé prendrait 15 jours.
Le photocopieur le plus récent prendrait 15 minutes et le plus ancien prendrait 30 minutes.

Ils sont 6 amis & se partager le coiit de la location et ils doivent payer 200 $ chacun.

(a) {-1;3}

(b) [-1;3]
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(c) {23;5}

(d) 12,3;5]

211

: : @ ® :
-3 -2 -1 1 2 3 4
—@ : : @ : :

1 2 3 4 5 6 7

: ® : :

1 2 3 4 5 6 7

Rép. 3.27 On donne ici la réponse pour (¢). Pour vérifier les réponses aux autres exercices, utilisez le solveur
de votre calculatrice.
(¢) On détermine d’abord si 0 est une solution de I'inéquation en substituant la valeur 0 dans

I’inéquation.

(0) —4

1 O-2

9

_’_7

e 1125
37 9 18
6 7 4 5

= TR B

e 5611
18 — 18

Puisque I'inégalité est fausse, 0 n’est pas dans ’ensemble solution de 'inéquation.

Pour résoudre I'inéquation, on détermine le plus petit dénominateur commun, on effectue la mise
au dénominateur commun et on résout l'inéquation linéaire obtenue. Attention, & la derniére
étape, puisqu’on divise par —1, qui est un nombre négatif, on inverse le sens de 'inégalité.

z—4
>

12

xr— 2

9

S
18

rree

x—4 _x—2 )

223 — 32 232

3(w—4) _ 22(x-2) 2.5
9232 = 9232 22 . 32

3(z—4)>2%(z—2)+10
3r —12 > 42 — 8+ 10
—r>ld<—x<-14

L’ensemble solution est donc | — oco; —14] et, tel qu’attendu, 0 ne fait pas partie de cet intervalle.

Rép. 3.28 On donne ici les réponses pour (a) et (f). Pour vérifier les réponses aux autres exercices, utilisez
le solveur de votre calculatrice.

(a) €] = 1;00]

La droite y = 3z + 5 est bien au-dessus de la droite y = 2 sur cet intervalle.

y=3x+5
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La droite y = (224 3)/4 — (1 — x)/3 est bien sous de la droite y = (z — 1)/2 sur cet intervalle et

les deux termes y sont égaux en x = —11/4 puisque les courbes s’intersectent a cet endroit.
)
y= 2 A
4 g
Y = 1:51
T — x
4 6 8
Rép. 3.29 (a) z € [-1;2]
(b) = €] %3l
(c) =€ [-5:7
)
Y= 5—32z
4 +
y=2
-6 -4 -2 2 6 8 10
____________________ ———_ 4 _:__3
—4 4 (773),\

Rép. 3.30 (a) Son IMC est environ 37,3 kg/m? et, selon le modéle de I'indice de masse corporelle, il serait

considéré obese.
Un tel homme est généralement considéré obése mais ne 1’est pas nécessairement, il pourrait
étre champion en musculation !

(b) On résout 18,5 < Lﬁ% < 25 pour m et on trouve 52,8... < m < 71,4.... On conclut donc
entre environ 55,8 et 71,4 kg.

(¢) Puisque 1 pouce équivaut a 2,54 cm, pour convertir en métres la taille 7' donnée en pouces, il
faut la multiplier par 2,54/100 = 0,0254. En divisant le poids M donné en livres par 2,2046,
on obtient une approximation en kilogrammes. L’expression de I'IMC pour un poids en livres
et une taille en pouces devient donc

e o M/2.2046 M N M
7 (0,0254)2T2  (2,2046)(0,0254)2T2 ~ 0,0014223197 T2
M
(d) On résout > 30 pour M et on trouve M > 215,097... On conclut que

(2,2046)(0,0254)2(71)2 —
la personne sera considérée obese si son poids excede environ 215,1 lbs.

Rép. 3.31 (a) Six désigne le nombre de passages au cofit de 3,50 $, on doit résoudre 3,50z > 14. On choisit
Pinégalité large (>) plutot que l'inégalité stricte (>), car a tarif égal, mieux vaut profiter du
Week-end illimité.
On trouve = > 4 passages et on en conclut qu’il est avantageux d’acheter un titre pour la fin
de semaine si on compte prendre le métro au moins 4 fois.

iv. I’IMC est une mesure utile du surpoids et de 1’obésité dans une population mais il ne donne toutefois qu’une
indication approximative, car il ne correspond pas forcément au méme degré d’adiposité d’un individu a l'autre.
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(b)

213

Lorsque x > % il est avantageux d’acheter une carte Week-end illimité.

Rép. 3.32 Plus de 97,4 km

Rép. 3.33 (a)

|z] =8 <=2 =-8 ou z=38.
Les solutions de I’équation sont les nombres dont la distance a 'origine est de 8, soient —8
et 8. L’ensemble solution est {—8;8}.

@ + + + + + + + @
—-10 -8 —6 —4 —2 0 2 4 6 8

lt—7<d<= —-d<zr-T<4d<=3 <z <1l
Les solutions de 'inéquation sont les nombres dont la distance a 7 est inférieure a 4. Il s’agit
de tous les nombres compris entre 3 et 11. L’ensemble solution est donc ]3;11[.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

7T—z|<d<= |- (-T+2)|<d<=|-T+z|<d<= |z -7 <4d<=3 <z <1L

Méme ensemble solution et interprétation qu’en (b).

1 1 1 9 11
’x—ﬁ|21<:)a:—1—0§—1 ou x—ﬁ21<:>m§—ﬁ ou x> ;-
L’ensemble solution comprend tous les nombres dont la distance au nombre % est supérieure

a 1. L’ensemble solution est donc ]—oo; —%] U [%; oo[.

; 1@
-2 -1 0 1

12| <6< |3][2] <6 <= J|z| <6 |z] <12 = —12< z < 12.

L’ensemble solution comprend tous les nombres dont la demie est a une distance inférieure a
6 de l'origine. De fagon équivalente, il s’agit de tous les nombres & une distance de l'origine
inférieure ou égale & 12. L’ensemble solution est donc [—12;12].

—@ *—

-2 -9 =6 -3 0 3 6 o 12 s .
20 -3|=5<= 2z —3)|=b<= 2| |z —3|=b<=|z—-3| =3
qui est équivalente a la paire d’équations

xTr — ou T —

ou

8 8 Nlw
|
|

— oI Not

8 8] Nw
|

> Nojoo Nojot

ou

Les solutions sont les nombres dont la distance a % est de % L’ensemble solution est donc

{-1;4}.
——t————t——t—+—t———+—1+
4

|42 + 12| > 8 <= |4(z +3)| > 8 <= 4| - |z + 3| > 8 <> |z + 3| > 2
qui est équivalente a la paire d’équations

r+3 < -2 ou x+3 > 2
r < =5 ou x > -1

Puisque |z + 3| > 2 peut s'écrire |z — (—3)| > 2, cela signifie que 'ensemble solution est
composé de tous les nombres dont la distance & —3 est supérieure a 2. L’ensemble solution
est donc |—oo; —=5[ U ]—1;00].
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Rép. 3.34 On donne ici les solutions de (a) et de (g). Pour vérifier les réponses aux autres exercices, utilisez
le solveur de votre calculatrice.
(a) |z] €2<4<= —2 <z <2. Ainsi, x € [-2;2].
La courbe y = |z| est bien sous la droite y = 2 sur cet intervalle et les ordonnées sont égales
en r = —2 et x = 2, car les courbes s’intersectent en ces valeurs.

Y

(g) |[z—=146>183<=|jz—1|>T<—=z—-1< -7 ou z—-1>7T<zx< -6 ou z>8.
Ainsi, z €] — 00; —6[U]8,00].

(=6;13)

I I I ) | | | | | ) T
! ! ! ~ T T T T T ~ !
—-12-10 -8 —6 —4 -2 2 4 6 8

Rép. 3.35 (a) |z —T71|=7
)

(

(¢) |z —6237 > 50

(d) Puisque 88°C < T < 92°C, la température de I'eau doit donc étre & £2°C de 90°C donc
|7 —90] <2

Rép. 3.36 Soit h I'une des hauteurs extrémes pouvant étre atteintes par la masse (hauteur minimale ou
maximale). On a que |h — 3| = 1,5. Donc

hmin —3=—10 et hpar —3=10<= hpin =15 ou hpe =4,5.
La hauteur minimale pouvant étre atteinte par la masse est 1,5 m et la hauteur maximale, 4,5 m.

Rép. 3.37 Soit m la masse réelle. On a que |m — 0,871| < 0,001. La masse réelle se situe donc entre 0,870 g
et 0,872 g.

Rép. 3.38 Soit x le salaire horaire offert par ’entreprise a un candidat.
|52 - 40 - 4+ 1000 — 59 051| < 3000.

L’entreprise offrira donc des salaires horaire variant de 26,47 $ &4 29,35 $ de I’heure.
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Rép. 3.39

Rép. 3.40

Rép. 3.41

Rép. 3.42

Soit L la longueur d’une tige, elle sera non conforme si |L — 25| > 0,05. Les tiges mesurant moins
de 24,95 cm ou plus de 25,05 cm seront donc rejetées.

On donne ici la solution a (d). Pour vérifier les réponses aux autres exercices, utilisez le solveur
de votre calculatrice.

(d) On utilise le fait que u? = d <= u = ++/d pour résoudre cette équation.

(22 -1)2=16 < 22—1=+4

— 2z=1+4
x:1j254
_ 144 _ 5 —1-4 _ =3
= = =j0uzr=-"5 =
Les solutions sont donc x = % ouzr = —%.

Validation. On substitue une valeur a la fois dans I’équation de départ et on vérifie qu’il y a bien
égalité.
5 2
(20 -1 _, = <2-2—1) =(b-12=4*=16

CE:E

(22 — 1)2\35:_% = (2- (—2) — 1)2 =(=3-1)?=(-4)?=16

Graphiquement, les solutions correspondent aux abscisses des points d’intersection de la courbe
y = (2o — 1)? et de la droite horizontale y = 16.

et

Y

: T
1 4
(a) 22+ 10z +34=(x+5)>+9 (d) y2—5y+3:(y—%)2—%
(b) 2% + 12z = (x +6)% — 36 (e) 222 —dx+5=2(x—1)2+3
(c) —2?2+4x+3=7— (x —2)2 (f) —322+6x+7=10—3(x—1)2
(a) Le discriminant de 2 4+ 5z + 6 est
b* —dac|,_,, . _ =5 —4(1)(6) =25 —-24=1.

Puisque le discriminant est plus grand que 0, I'équation 22 +5x+6 = 0 posséde deux solutions
réelles distinctes. En effet, par factorisation, on trouve

2?2 +5r+6=0<= (z+2)(x+3)=0<=2=—-20ur=—3.

2 _
(b) b° —dac a=1,b=3,c=7

solution réelle. L’'impact du discriminant se reflete dans la formule quadratique.

. —b+ Vb2 — dac 7—3:|:\/—19¢]R

2a 2
a=1,b=3,c=T7

—19 puisque le discriminant est négatif, 22 + 3z + 7 = 0 n’a aucune
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Rép. 3.43

REPONSES

Si on avait tenté de résoudre I’équation par complétion de carré, on aurait

e 3 e (wr3) 0 g (o B) 2
2 4 o 2 4 2) 4

Puisqu’une valeur au carré ne peut pas donner un négatif, I’équation n’a aucune solution
réelle.

(c) 322 =62 & 322 — 6z =0 et b — 4ac|a:37b:_6,czo
deux solutions réelles distinctes. En effet, par factorisation, on trouve

= 36 on en conclut que 32% — 6z = 0 a

322 —6r=0<=3z(z—2)=0<=2=0o0uz =2
(d) En développant (2z + 1)% + 3 on trouve (2z +1)2 +3 =422 + 4o+ 1+ 3 =42® + 4z + 4 et

b =16 — 64 = —48.

2
- 4ac|a:4,b:4,c:4
L’équation n’a donc aucune solution réelle. En effet, on le voit des le départ, en tentant de
résoudre I'équation, (2x + 1)? +3 = 0 < (2z + 1)? = —3. Puisqu’une valeur au carré ne
peut pas étre négative, I’équation n’a aucune solution réelle.
2 _ 2 _ 2

(€) 92%+25 = 30z <= 92°~302+25 = 0et b* —dac|,_g, . .
est nul, 'équation 922 + 25 = 30z a une seule solution réelle. En effet, 922 — 30z + 25 est le
carré parfait d’'une différence et

= 0. Puisque le discriminant

5
9x2—30x+25:0<:>(3x—5)2:0<:>:c:g.

(f) (z-5)2=T<=22-102+25="T7<+= 2% — 102 + 18 = 0 et b* —dac|, 101z = 28
L’équation a donc deux solutions réelles. En effet, par 'application de la racine carrée, on
trouve

(—5)2=T=a-5=+VT=2=5+7<= z~ 7,646 ou z ~ 2,354.

Ainsi, z =~ 7,646 ou x =~ 2,354.

On donne ici la solution & (d). Pour vérifier les réponses aux autres exercices, utilisez le solveur
de votre calculatrice.
(d) On factorise le coté gauche de I’égalité et on utilise la régle du produit nul.

(r-22-9=0&(z—-2)-3)(z-2)+3)=0= (z—5)(zr+1)=0<r=50uz=—1

Lorsqu’on utilise la formule quadratique, il faut d’abord réécrire I’équation (z —2)%2 —9 = 0 comme

22 —4x —5=0, poser a =1, b= —4 et c = —5 et calculer
v —(—4) £ /(=4)2 — 4(1)(-5) 416 +20 4+£v36 446
B 2(1) B 2 2 2
Les solutions sont donc 12—0 =bet ’72 =—1.

Les calculs impliqués sont de méme envergure, que les solutions soient obtenues par factorisation
ou par la formule quadratique. Dans certains cas, la factorisation menera plus directement
aux solutions. Parfois, seule la formule quadratique permettra de trouver les solutions. C’est
I’expérience qui le dira!
Validation. On substitue les valeurs trouvées dans ’équation de départ et on s’assure que toutes
les égalités sont vraies.

(5-22-9=32-9=9-9=0et (-1 -2)2-9=(-32-9=9-9=0.

On a bien deux solutions a I’équation de départ.
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Rép. 3.44 n =54

Rép. 3.45 environ 6,2 secondes

Rép. 3.46 3v2+3~7.24cm

Rép. 3.47 20 m par 25 m

Rép. 3.48 z ~ 43,37 cm et laire de chacun des plus petits rectangles est environ 940,36 cm?
Rép. 3.49 v = 2615 ~ 60,8 kin/h

Rép. 3.50 Il faudrait environ 1 h 24 min.

Rép. 3.51 (a) x:—lgo (e) z=-% (i) 1
(b) t=—10 () t=—2 G) y=
() v=—3 (g) o=-3
(d) t=2 (h) =18
Rép. 3.52 (a) s =—2ouz=0o0uz=2 (f) t=—10out=00ut=10
(b) t=—20ut=3 (2) z:%ouz:OOux:I
(c) z=-1 (h) t=—2o0ut=—-lout=0o0ut=1
(d) z=-11ouz=-9 (i) y=3ouy=
() y=0ouy=7 (j)) y=-V2ouy=+v2ouy==:
Rép. 3.53 (a) =—-3ouz=-1 () z=—touz=7
(b) aucune solution dans R (h) f o BoVET L 3yE
(c) z=—-2ouz=1 4 4
(d) t=1-v3out=1+v3 (i) x:l—@ouzzl—&—@
() x=3ouzx=2 2
(f) z=—-louz=-2 () r=-9ouzx=1

Chapitre 4

Rép. 4.1 La premieére valeur du couple correspond a la projection du point sur l'axe des x tandis que la
deuxieéme valeur correspond a celle sur l'axe des y.

Y

1-45:32) 1 (5;2,5),

~3,-25), 32

Rép. 4.2 L’abscisse est 0 et tous les points de 'axe vertical satisfont la contrainte (I’équation) z = 0.
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Rép. 4.3 Un point (x;y) sera sur la droite s’il satisfait la contrainte (I’équation) = = 3.

Rép. 4.4

(a) Sur la droite verticale x =1

Y
Ly)
N
(b) Sur la droite horizontale y = —1
Y
x
(z; 1)
(¢) Sur la droite horizontale y = 3
Y
(;3)
x
(d) Sur la droite oblique passant par l'origine o y = x
)
x; )
x
(e) Dans le demi-plan & droite de la droite verticale z = —1 ou sur celle-ci

Y

REPONSES



REPONSES

219

Rép. 4.5 Les couples (4;6) et (—3;5) sont des solutions de I’équation tandis que (—2;2) ne lest pas.

(a) (0;0) n’est pas une solution, il est plausible que (0; —1) et (—1;0) le soit.

(b) (1;1) n’est pas une solution, il est plausible que (0;0) et (—0,5; —1) le soit.

Rép. 4.6
Rép. 4.7
y=2x%4+3.

r |y=2>+3| (x;9)
=3 2 (—3;12)
-2 7 (—=2;7)
-1 1 (—L;4)
0 3 (0;3)
1 1 (1;4)
2 7 (2;7)
3 12 (3;12)

(a) En donnant des valeurs & x, on calcule les valeurs correspondantes en y a 1’aide de 1’équation

Y

(b) En donnant des valeurs a y, on calcule les valeurs correspondantes en = a l’aide de 1’équation
x = 3% 4+ 1. Attention, £ demeure la variable en abscisse et y, celle en ordonnée.
Yy

y |e=y"+1| (z7y)
-3 10 (10; -3)
-2 5 (5;—2)
-1 2 (2;-1)

0 1 (1;0)

1 2 (2;1)

2 5 (5;2)

3 10 (10;3)

(103

(10; =3)

(¢) En résolvant I’équation 2z — y = 3 pour y, on trouve y = 2z — 3. Pour tracer le graphe, on
donne des valeurs a = et on calcule les valeurs correspondantes en .

x ly=2x-3| (x;y)
=3 =9 | (-3;-9)
-2 -7 (—2;-1)
-1 -5 (—1;-5)
0 =3 0; —3)
1 1 1, -1
2 1 2.1
3 3 (3:3)

Y

(d) Peu importe la valeur donnée a z, y sera toujours 3.
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Y

z |y| (zy)

-2 131 (-2;3)

—-1[3](-1;3) =23 (L3)[0:3) (L3) (Z3)

0 |3 (0;3) 1

1 3] (1;3)

2 (3] (23) T

(e) Peu importe la valeur donnée & y, x sera toujours —2.
)

y | x (z;y) 1-2.9)
—2| -2 (_2; _2) ¥ 91
1 -2 (—2-1) —Eh i
0 | -2 (-2;0) —2;0)
1| =21 (=2;1) 1-2-1
2 | =2 (=32 1-2;,-2)

(f) Contrairement aux autres courbes de cet exercice, il est impossible de résoudre x? + y? =
25 pour une variable et n’obtenir qu’une seule équation. En effet, si on résout 1’équation
22 +12% = 25 pour y, on aura deux équations y = v/25 — 22 et y = —/25 — 22. Chaque valeur
donnée a x générera alors jusqu’a deux valeurs pour y et, en conséquence, deux points sur le

graphe.
y

z y (z39)
-6 €R
-5 0 (—5;0)
—4| +3 (—4;3) et (—4;-3)
3| +4 (—3;—4) et (—3;4)
—2 [ £v21 | (—2;V/21) et (—2; —/21)
—1 | 26 | (=1;2V6) et (—1;-2V6)
0| +5 (0;5) et (0, — 5)
1| £2v6 | (1;2V6) et (1;—2V6)
2 | £v21 | (2;v/21) et (2;—+/21)
3| 4 (3;4) et (3;—4)
4 +3 (4;3) et (4;-3)
5 0 (5;0)
6 | €R

Rép. 4.8 (c) donne le graphe le plus représentatif de la courbe.

Rép. 4.9 (a) (-3,2) (b) V58 = 7,62 m

Rép. 4.10 (a) 14 +2v/13 =~ 21,21 cm (b) (3,0) (¢) 18 cm?

Rép. 4.11 Non, car le triangle ne respecte pas le théoréme de Pythagore, c’est-a-dire que le carré de la
longueur du coté le plus long n’est pas égal a la somme des carrés des longueurs des deux autres
cOtés.

d((0;0),(9;0)) =9, d((0;0),(3;4)) = 5 et d((3;4),(9;0)) =2V13~ 7,21
et (2v/13)2 +5%2 =52 +25 =77 # 81



REPONSES 221

Rép.

Rép.

Rép.

4.12

4.13

4.14

ép. 4.15

ép. 4.16

ép. 4.17

ép. 4.18

ép. 4.19

ép. 4.20

ép. 4.21

ép. 4.22

ép. 4.23

ép. 4.24

(1:5)
La distance entre un point (—1;y) et le point (4; —6) est donnée par

V= (1) + (=6 —y)> = V25 + (6 +y)*.

On doit donc résoudre 1’équation /25 + (6 4+ y)? = 7 pour y. Il y a deux solutions possibles
y = —6 =+ 26, c’est-a-dire y ~ —10,9 ou y ~ —1,1.

11 h 43

(a) 2% +y* =49 (d) (z+3)2+(y+1)> =100
(b) (z—2)2+(y—3)*=16 (e) (x+2)%+y>=9

(€ (@+1)°+(y—2)?*= (f) 2?+@y+1)°=

(a) (0;0)etr =6 () (—=2;0) et r =10

(b) (5;2) et r=11 _3.9) et r —

(¢) (—4;1)etr=4 (8) (=5:2) et 6

(d) (=3;-2) et r=5 (h) (=43)etr=5

(e) (0;1)etr=1 (1) (—4;-5) et r=+/26

(1,6;2,55) et r ~ 3,6827

—3+4V3= 1~ —9,928 et z ~ 3,928
—34+ VOBl — 3~ 10,894 et  ~ 4,894
3+ 27T =z~ —8,292 et = ~ 2,292

(b) z=
(¢) x

(z -1+ (y—5?2?=13

(x — 3)2 + (y — 4)% = 16, circonférence 87 unités de longueur et d’aire 167 unités de surface

(a) (2;-1) (€) (z-4)?%+(y-1)*=38
(b) (z—-4)2+(y-1)?=4

(a) (=21) b) (@-3)P+y-2°=7%
(a) a=12/5, croissante (¢) non définie, verticale
(b) a = —4/3, décroissante (d) a =0, horizontale

(a) f=2c+32
f(°F)

60 T
45 T

30
: : : c (°C)

-45 30 —15_4; | 15 30

—30 4
45 1

(b) 68 °F et correspond a 'ordonnée du point dont I’abscisse est 20.

(c) % ~ 37,8 °C et correspond a l’abscisse du point dont ’ordonnée est 100.

(d) la pente de % = 1,8 nous dit que si la température augmente de 1° dans I’échelle des Celsius,
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elle augmentera de 1,8° dans celle en Fahrenheit ou, si la température augmente de 5 °C,
I’augmentation correspondante sera de 9 °F.

(¢) —40 °F=—40 °C

Rép. 4.25 (a)

Yy Y
3
.o\ point
(3;3) de validation
(3;0
x x
(3;0) c
2 © !
/(0; -3)
Y Peu importe la valeur y, pour obtenir une

(b) (o:2\
(3;0\\.73‘
Rép. 4.26 (a) y—1=2(x—3)<—y=22-5 (
(b) y—1=-2(2+3) <= y=—-20-5 (
() y—=0=2(x—-0)<=y=32z
) y+2=1(z—4) =y=z—6 (
(e) y+1=-3@x—-3) < y=-3x+8 (
Rép. 4.27 3z +4y =12
Rép. 4.28 (a) a<0etb>0 (b) a>0etb=0
Y Y
Rép. 4.29 (a) . (b) .
Y Y
2 2
Rép. 4.30 (a) # . (b) # .
-2 2 -2 2
3 —2

solution, x doit étre 3.

f) y—3=0x+2)<=y=3
g) droite verticale x =5
h) y—2=-2(z+3)«<=y=—Ifa-5

) y-0=1i(z-5)<=y=1r-1

() a<0etb<O
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Rép. 4.31 (a) y=2x—3,a=2etb=-3

)
2 4
1 .
: z
1/ 2 3
71 4
7T
(b) y=2,a=0 et b= 2, droite horizontale
Y
3 4
1 4
: z
-2 -1 12
(¢) =3, aetbne sont pas définies, droite verticale
)
2 4
-2 -1 102 4
—2

Rép. 432 (a) y—2=2(x—-3) <= y=2c—4
On vérifie que le point est bien sur la droite trouvée et que cette derniére est parallele a la
droite donnée.
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=

5.67 £y

6,67 T

b) y+1=2@z-2)<=y=3z—-1

Rép. 433 (a) y—5=—-L(z—1) < z+3y=16
On vérifie que le point est bien sur la droite trouvée et que cette derniere est perpendiculaire
a la droite donnée. Fuites-le.

Attention ! Les échelles en abscisse et en ordonnée doivent étre identiques pour
que les angles ne soient pas déformés.

(b) x=1

() y—1l=2—-3<—y=c-2

(d y—1=2@=+3)<=y=32z+3

(

Rép. 4.34 (a) 22+ (y—2)2=4
(b) (v3;3)
(¢) acr = %, y—3=—V3z—-V3)<=y=—-V32+6
(d) (2v/3;0) = (3,46;0).
(e) (23 —4;4V3) ~ (—0,54;6,93).
Rép. 4.35  (a) les droites sont sécantes, (3;7) (e) les droites sont confondues
(b) les droites sont sécantes, (1;4) {(@y) eRxR|z+y=1}
(¢) les droites sont sécantes, (1;—1) (f) (2;5)
(d) les droites sont paralleles distinctes les droites sont perpendiculaires
, e . L . ] e 1209, _ 445
Rép. 4.36  (a) Les droites sont perpendiculaires car le produit des pentes est —1, (&7 ; —£7;)

17 x+15: y=27 1209 o445
sl {1175 2o (o) =
solve(17- x+15 p=27,3) _(17-x-27)

15

L“ —(1?-x—2?)] 9 17x

SXPANC | /= m— Jm——
15 LR
expand{solve(lS- x—l?-y=50,y}) i 15-x_£
17 47
(b) Les droites sont sécantes, (4,605...; —1.816...)
elles ne sont pas perpendiculaires car leurs pentes sont de méme signe.
o {2.5-x+3.2-y=5.'? el x=4 60563 and y=-1 8169

1.4 x+52 y=-3
solve(2.5-x+3.2-1=5.7,3) ¥=-0.78125- (x-2.28)
solve(1.4 x+5.2 y=-3) y=-0.269231- (x+2.14286)

(¢) Les droites sont paralléles confondues, {(x;y)|x =~ 0,875(y — 0,2857)}.
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colvel [ X=35 -1 b }] x=0.875 (c7-0.285714) and y=cI
7 1-8-x=2

(d) Les droites sont paralléles.

y=2.1x-2 ] false
solve AXY
({10.5-x—5-v=15 { }}

Rép. 4.37 (a) V5~ 2,236 (b) 310 ~ 1,897 (c) 0

Rép. 4.38 Si on place la premiére extrémité de la conduite existante & l'origine (0;0) d’un plan cartésien,
la seconde sera située en (500;800), en considérant le nord en haut du plan et I'est a droite. La
maison du client, quant & elle, est située en (—50; 100). Il s’agit donc de calculer la distance entre ce
point et la droite passant par les points (0;0) et (500;800). L’équation de cette droite est y = %a:.

275

La droite qui lui est perpendiculaire et qui passe par (—50;100) est d’équation y = —%x + =~
Le point d’intersection des deux droites se trouve en (%; 4;180) ou (30,89...;49,44...).

La distance entre la maison du client et la conduite existante est donnée par

2750 4400 2750 2 4400\ °

Le plus court tuyau nécessaire au raccordement du client mesure environ 95,4 m.

Rép. 4.39 (a) Soient x et y les nombres cherchés. On doit résoudre le systéme

r+y = 100
rx—y = 12

On trouve x = 56 et y = 44. Les nombres cherchés sont donc 56 et 44.
Y

r +y =100

90 T
80 T
70 T
60 T
50 T
40 T
30
20 T
10 +

10 20 30 40 50 60 70 80 90
(b) Soient x le nombre de billets de 5 $ et y le nombre de billets de 10 $. On doit résoudre le
systéme
T4y = 100
5z + 10y = 850.

On trouve x = 30 et y = 70. La réponse est donc 70 billets.
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Rép. 4.40 =z le taux par jour et y le taux par km

Rép. 4.41

90 T
80 T
70 T
60 T
50 T
40 T
30 1
20 1
10 1

10

20 30

40 50 60

5z + 10y = 850

REPONSES

(¢) Soit z la largeur de I’écran en cm et y, sa longueur en cm. On doit résoudre le systéme

On trouve x = 29,5 et y = 51,5

80 1
70 T
60 T
50 T
40 1
30 1
20 1

10

y

20 +2y =

Y

162
z + 22.

3z + 175y = 125 et 5z + 400y — 250
x =~ 19,23 $/jour et y =~ 0,38 $/km

10 20 30 40 50 60 70 80

21 + 2y = 162

X

. Les dimensions sont donc 29,5 cm par 51,5 cm

Soit t; le temps (en secondes) pour que I'explosion soit détecté par les senseurs et to, le temps
(en secondes) qu’elle le soit sur la plate-forme. On doit résoudre le systéme suivant.

On trouve t; = 222 ~ 8,7931 et ty = % ~ 38,7931. La distance est donc

29

1500 - 255/29 =

to
340t4

= t1+30

382500

1500¢4

~ 13189,7 m.

L’explosion s’est donc produite a un peu plus de 13 km du navire.

Validation. On vérifie qu’on obtient le méme résultat en calculant la distance parcourue par le son

dans I'air 340 - 132% ~ 13189,7 m.
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ta (s)
40 1 ) 4
to =t1 4+ 30 8,7931;38,7931)

30 A

20 t

0l 340ts = 1500t;

+ tl (S)
5 10

Rép. 4.42 (a) y— 3,24 = —0,6027...(x — 4,84) <= y = 6,15726... — 0,60274...x
(b) x=4,84
(¢) La pente de la droite passant par A et C' est 1,5714... et celle passant par D et E est —0,6027...
puisque (1,5714...) - (—0,6027...) = —0,947... # —1 les droites ne sont pas perpendiculaires.
(d) (2,83..;4,45...)
(e) B =(10,21545...;0) et la longueur du céble est d’environ 4,57 m
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