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Démonstration des expressions des coefficients de poussée et de puissance
et de la valeur de la limite de Betz
Module 11 — Energie solaire

On cherche a retrouver les expressions des vitesses induites (u et u,) et des coefficients de poussée
Cy et de puissance Cp de la théorie de quantité de mouvement unidimensionnelle en utilisant le
volume de controle défini par les lignes pointillées de la figure 1 suivante :

Q

Fig. 1: Ecoulement axial de 1’awr

Hypothése :
- L’écoulement est totalement axial (pas de mouvement de rotation)
- L’écoulement est incompressible
- Lavitesse du vent est constante loin du plan du rotor
- L’écoulement est rotationellement symétrique
- L’air passe a travers le rotor sans frottement

Conservation de la masse
pVA = cte
VOAO == uA == u1A1

Théoréme de variation de la quantité de mouvement / conservation de la quantité de mouvement

Le probléme présente un nombre discret d’entrée/sortie avec des vitesses unidirectionnelles donc

I’équation est :
- d — R .=
zF = a(fﬂ/p]/d]/) + Z(miVi)out - Z(miVi)in

Cette équation exprime globalement le fait que la force résultante sur un volume de controle fixe est
égale au taux de variation de quantité de mouvement dans le volume de controle plus la différence entre
les flux entrée/sortie de la quantité de mouvement a travers la surface de contrdle.

En supprimant la variation temporelle et en appliquant I’équation selon x on obtient :
T=ml,—u)=pud(Vo—u) (1)
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On appligue maintenant I’équation de Bernoulli en amont et en aval du rotor :
-+1V2 +1 2
—_ — —ou
bo 2 PVo b 2 p
! 1 2 1 2
p + Epu = Po +§Pu1
En combinant ces deux expressions on obtient :

, 1
p—p = EP(VOZ - u12)
Sachant que I"équation (1) peut également s’écrire :
T=A(-p)
Donc,
1
T=ap(V’ ~w?) @)
Avec les équations (1) et (2) on a:
1 Vel—u? 1 (o—upWVo+u) Vot+uy
PR { Rk S = 3)
2 VO —Uq 2 VO —Uq 2
La vitesse de I'’écoulement de I'air a travers le rotor est la moyenne des deux vitesses, celle en amont et
celle en aval du rotor.

En introduisant le facteur d’interférence/induction axial a, défini comme la fraction de diminution de la
vitesse du vent, entre celle de I'écoulement libre en amont du rotor et celle traversant le plan du rotor :

|u = (1- a)V0|

Avec I'équation (3) :

|u1 = (1 - Za)V0|
On définit alors la puissance extraite du vent comme :
1 1
P = Em(VOZ - ulz) = E‘DVA(VOZ - ulz) (4)

En substituant les expressions de u et de u; dans les équations (2) et (4) :

1
T = EpAVO2 x4a(1— a)

_ 1 s 2
P = 2pAV0 *4a(l—a)* =Tu

On définit les coefficients de poussée et de puissance comme :

c T
T =7
3 PAV,?

c P
P=7
2 PAV,?

Donc on calcul :

Cr=4a(1—-a)
{Cp = 4a(1 — a)?
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A partir de cette expression on peut calculer le coefficient de puissance maximale théorique pour une
éolienne en prenant la dérivée de Cp par rapport a a égal a zéro :

ac

—P-41-3a®)=0
da

Donc:

1
=3
Et
16
C, = — = 0,59259

27
C’est la limite de Betz.
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