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EQUATIONS DIFFERENTIELLES - MAT265
SOLUTIONS DE I EXAMEN FINAL DE PRATIQUE

Ecole de technologie supérieure Version du 01.03.2023

1. Calculons la transformée de Laplace des fonctions suivantes. N'oublions pas d'indiquer
les propriétés utilisées dans la table de transformées de Laplace.

@ f(0) = (te 3’

Puisque (ab)? = a?b? et puisque (e)? = e??, on peut écrire que f(f) = t?e %" et I'une
des propriétés comme P19 ou P20 peut servir. Allons-y avec P19. On a f(t) = e %/ f? etla
transformée de 12 est s% Mais alors

F(s)= ——.
(s) (s+6)3
2t—1 0=<t<?2
(b) g(t)=45-t 2<t<5
0 t=5

Ecrivons d’abord la fonction g donnée ci-dessus comme une combinaison linéaire de
fonctions échelon-unité u(¢ — a) puis utilisons cette expression pour trouver sa transfor-
mée de Laplace.

Ona
g =2t-NDu)+6G-t-2t-1D))u(t-2)+0-6-0)u(t->5);

g =2t-NDu®)+6-30)u(t-2)+ (-5 u(t-5);
g)=2t-Du®)-3t-2)u(t-2)+ (-5 u(t-5).

La propriété P22 permet de conclure en utilisant P2 pour la transformée de Laplace de ¢
(on peut aussi utiliser P21) :
3 -2s 1 -5s

G(s)—2 L e “"+—e
2 s 2 §2

Sil'on avait laissé g(¢) sous laforme (21 —1) u(t) + (6 —31) u(t—2) + (t —5) u(t—->5), la trans-
formée de Laplace du terme du milieu aurait pu se trouver en utilisant la propriété P21.
On aurait posé w(t) =6—-3teta=2. Donc w(t+a) = w(t+2)=6-3(t+2) = -3t et
LiwOu(t-2=e ¥ Lwt+2}=e > L{-301=-3 e .

2. Calculons la transformée de Laplace inverse des fonctions suivantes. N'oublions pas
d’indiquez les propriétés utilisées dans la table de transformées de Laplace.

Rappelons que si % est une fonction rationnelle propre avec q(s) = (s+ a)(s + b), alors

on a la décomposition suivante :
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p(s): pLs) = A + B avec A:p(—a) et B:p(_b).
qis) (s+a)(s+b) s+a s+b b—a a—b

(@) H(s) = 2s+1
~ s2—5-56

On a des racines réelles au dénominateur puisque —8 et 7 sont deux nombres dont le
produit donne —56 et dont la somme vaut —1. Alors

2s+1 2541 A . B
$2—5—56 (s—8)(s+7) s—8 s+7

H(s) =

On trouve les valeurs de A et de B avec les formules données (méthode "cover-up") :

2s+1 17
A= =—,
S+ 7 ls=8 15
p_2stl 13 13
- s—8ls=7 -15 15°
La propriété P4 donne alors
17 g0 13 _4
h(t)=—e>"+—e ",
15 15
5s
b) K(s) = ————
(b) K(s) s24+145+58

Ici le dénominateur a des racines complexes. Compléter le carré donne s + 14s + 58 =
(s+7)%2+9. Alors

5s s+7-7 s+7 7
K(s) = =5 =5 - ;
s2+14s+58 (s+7)2+9 (s+7)2+9 (s+7)2%+9
s+7 7 3
K(s)=5 - — .
(s+7)2+9 3(s+7)2%+9

Les propriétés P8 et P9 finissent le travail :

7 35
k(t)=5 e 't cos(3¢t) — ge_” sin(St)) =5e ! cos(3¢t) — ?e_” sin(31t).

3. Indiquons si chacun des énoncés suivants est Vrai ou Faux. Nous devons justifier votre
réponse a l'aide d'un calcul, d’'un théoreme, d'une propriété ou d’'un contre-exemple.
Une bonne réponse sans justification ne vaut aucun point.

@ SiZ{f(}=F(s) et £{g(n)} = G(s), alors L{f (1) — g(t)} = F(s) - G(5) .
Vrai puisque la transformation de Laplace est linéaire.

(b) Dans l'intervalle 3 < ¢ < 4, la fonction y(#) = 4u(f) + t u(t —5) correspond simplement
ala fonction y(¢) =4+ 1t.
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La fonction u(f — a) est nulle si £ < a. Donc dans l'intervalle 3 < ¢ < 4, la fonction donnée
vaut 4. C’est donc Faux.

(c) Pour le probleme (x?> +16)y" +4y = 0, y(0) = 1 et y'(0) = 0, la solution en série de
puissances possede un rayon de convergence égal a 16.

Faux, C’est plutot 4 puisque les zéros de x? + 16 sont les nombres complexes +4i, chacun
a une distance de 4 unités de I'origine.

(d) Soit un circuit RLC ol1 sont branchés en série une bobine (inducteur), une résistance,
un condensateur et une source de type sinusoidal. Alors les conditions initiales (tension
initiale du condensateur et courant initial) n’affectent pas I'amplitude du courant en ré-
gime permanent.

Vrai puisque le régime permament provient de la solution particuliere de I'E.D. qui est
forcément ici une combinaison linéaire de sinus et de cosinus.

(e) Une fonction périodique impaire ne contient aucun terme en cosinus mais peut conte-
nir un terme constant.

Faux, tous les coefficients a,, ainsi que que le coefficient ay sont nuls.

4. Unressorta une constante de rappel de 4 N/m. On y suspend un objet ayant une masse
de 2kg. On considere une force d’amortissement avec un coefficient d’amortissement
qui vaut 2 N-s/m. Une force extérieure est appliquée sur la masse, celle-ci est modélisée
par f(t) =5sin()u(t)+165(t—4) N.A t = 0, on descend I'objet 50 cm sous le point d’équi-
libre et on le relache.

(a) En utilisant g = 9.81 m/s?, déterminons I’étirement subi par le ressort lorsqu’on a ac-
croché 'objet a son extrémité.

La force gravitationnelle m g est contrebalancée par la force de rappel du ressort que vaut,

N

selon la loi de Hooke, ks, ol s est]’étirement. Alors avec I'affichage a "Flottant 6", on a

m
s= = =1.22625N/m.

(b) Posons I'équation différentielle de ce systéeme masse-ressort et trouvons y(t), la posi-
tion de 'objet a 'instant ¢. Utilisons la commande solved() de lalibrairie ETS_specfunc
ou la fonction ressort() de la librairie kit_ets_mb.

(c) Dessinons une esquisse montrant bien la solution y(#) dans les 30 premieres secondes
avec —-6=<y=<6.

(d) Déterminons l'instant ¢ ot ’étirement du ressort sera maximale et donnons la valeur
de cet étirement.

Si y(r) désigne la position a I'instant ¢, 'E.D. est my” + by’ + ky = f(t). Voici la position
de I'objet en fonction du temps :

y(1) = 16e 2V sin(2(1—4)) U(E—4)+ 22 672 cos 20+ 2! sin(26)— — cos21) + = sin(28)
26 26 13 13 '
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La figure 1 nous montre comment cela a été trouvé et la figure 2 indique une valeur maxi-
male de 4.34 m atteinte a I'instant 4.37 s.

g:=9. 81:m:=%:k:=4:b:=2:f(f):=5- sin(i)- ult}+16- 5(#4) * Done

a2
. —0l)
ed:=m- d—d(y(t))er- i(y(i))ﬂc- y(i):l(t) wlE +2 i[v[.r)]Jral- y1)=5-sin(t)- ult)+16- 6(i-4)
a2 dt dt

ci::{y(t),%,O} , { w(), 0}

etsfspecﬁmc\solved( d (:l)
i v[.r} 16 es-sin[ & 8) n(ka}} 29- coa(Z 1) u (l] 15-sin(2- #) ulf) S'COS(J‘)'H(I) : 14- si11(i]-u(f]|
(e’)z ( )2 26-(e')3 13 13

solve(m-g:k-s,s) + 5=1.2262

u|.—

5
1
kit_ets mb\ressort(m b kf(t) i )

39'e73'f'cos(2-i)'u(f) i eiz'i'sin[}r)'n(.f) S'COS(_r)'u(i_]
26 26 13

+16- 8721 sin(2- +-8)- ult-4H

i 14-sin(?)- rt(r)
13

FIGURE 1 - Commandes Nspire pour la question 4

e

(4.37,4.34)

2

N A AN\
NS N\ N

|
8]

FIGURE 2 — Graphique de la position en fonction du temps pour la question 4

(e) Déterminons I'amplitude et la période du mouvement en régime permanent.

Pour obtenir le régime permanent, on ne conserve que les termes en sinus et cosinus.
Donc le régime permanent, dénoté ici ygs, est

(1) 8 (Zt)+14 in(2¢)
= ——CO0S — SIn .
Yss 13 13

Dont 'amplitude est (1—3)2 + (1—4) 2\/65) =1.24035m. La période est 7 s..
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(15) 5. Considérons un circuit électrique ou sont branchés en série une résistance R = 2 Q,
une bobine L = 0.25 H et un condensateur C = 0.01 F et une source, en volt, donnée par
E(t) = 5sin(2¢). A t = 0, on ferme I'interrupteur et le courant commence a circuler. On
consideére que le condensateur a une tension initiale nulle. Les conditions initiales sont
donc vc(0) =0et i(0) =0.

(a) Posons I'équation différentielle de ce circuit.

Si la tension aux bornes du condensateur a I'instant ¢ est dénotée par v¢(f), alors 'équa-
tion différentielle est L C v/.(t) + RC v () + vc(t) = E(2).

(b) En utilisant la commande solved() delalibrairie ETS_specfunc oulafonction circuit_rlc()
de la librairie kit _ets_mb on trouve v¢(f), la tension aux bornes du condensateur :

2000 11375v6
ve(t) = e ' cos (8\/6t) -~ —\/_ e 4'sin (8\/61?) -

2000
9817 58902 98

49500 .
cos(2t) + sin(2t).
7 9817

(c) Déterminons I'amplitude de vc(#) en régime permanent.

Pour trouver la tension en régime permament, nous conservons uniquement les termes
en sinus et en cosinus. Donc c’est

000

9817

49500 .
cos(2t) + sin(2t).
9817

(d Déterminons I'amplitude du courant en régime permanent.

Pour le courant en régime permanent, il suffira de dériver la réponse trouvée et la multi-
plier par la valeur du condensateur.

La commande tCollect() de Nspire nous informe que 'amplitude en régime permanent
de la tension aux bornes du condesateur est de 5.04639 V tandis que I'amplitude du cou-
rant en régime permanent est de 0.100928 A. La figure 3 montre les calculs pour y arriver.

(2000 cos(2- 1) 49500- sin2- 4) Done

ve_permlt) t
9817 9817
courant yerm(t]?—- i(vc Jzemt(t)) bone
100 di

tCollect\ve_permit 4

e perenl) 500- [9817 - sin|2- +—tan"|—

99
9817

tCollect\courant_permlf, 4

{ = ( }) 10- /9817 - cos|2: t*tan"(;))

9817
4 5.04639 sin(2. 1—0.040382,
500- |19817 * sin|2- t—tan"(g— ( ]
»Decimal
9817
4 0.100928: cos|2.- 1—0.040382
10- 19817 - cos|2- f*lan"(—] ( ]
»Decimal
9817

FIGURE 3 - Les amplitudes en régime permanent (tension, courant) du probleme 5
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6. Utilisons une série de puissances pour trouver la solution a cette équation différen-
tielle :

(x*-4)y"+2y'+5y=0, avec y(0)=2ety (0)=3.

(a) Donnons la formule de récurrence qui permet de calculer les coefficients de la série.

La solution est de la forme y(x) = X57 ,a, x" avec ay = 2, a; = 3. Nous savons aussi qu’'on
peut faire comme si la somme allait de —oco a co en supposant que a, = 0 lorsque n < 0.
On distribue le facteur x> — 4 sur y" et on substitue la série et ses dérivées dans 'E.D., ce
qui donne (en omettant dorénavant les limites dans chaque sommation) :
2’y —4y"+2y' +5y=0;
xZZan nn-1)x"2 —4Zan nn-1)x"?2 +22an nx" 1ty SZan x"=0;
Zan nn-1)x" —42 apn(n—1)x"?2 +22 a,nx™ ! +SZ a,x"=0.
Sil’on veut obtenir la formule de récurrence pour la programmer dans une page de calcul

bien que cela ne sera pas utile pour faire de long calculs par la suite, vaut mieux immé-
diatement privilégier la plus petite puissance. Ramenons tout  la puissance x" 2 :

Y an2 (n-2)(n-3)x"2-4Y ayn(n-Dx"?+2) ay_1 (-1 x"*+5) ay_»x""*=0;

Y ap-2 (n-2)(n-3)x"2-4Y ayn(n-1Dx"*+2) ay_1 (n-Dx"*+5) ay_»x""*=0;
Y ((n*=5n+11) ap-p —4(n* — n) an + 2n—-2) a,—1) x" > =0.

Une série de puissances est nulle lorsque tous ses coefficients le sont, ce qui donne en
résolvant pour a,,

_(2n-2)ap_1+(n*—5n+11)an—p

a, = , (n=2).
" 4(n?-n)
Utilisant le fait que ag = 2, a; = 3, on trouve a, = 2, a3 = %, ag = %.

(b) Exprimons la solution en développant la série avec les 5 premiers coefficients non-
nuls. On doit calculer les coefficients de facon exacte.

En utilisant les 5 premiers termes non nuls, on a

23 79
y(x):2+3x+2x2+—x3+_x4+...
24 192

(c) Déterminons l'intervalle de convergence de la série.

Puisque x? —4 = 0 si et seulement si x = +2, il y a deux singularités qui sont chacune a une
distance de deux unités de 'origine. La série converge donc (au moins) pour -2 < x < 2.

(d) Evaluons y(1.4) en utilisant la solution trouvée en (b).

Page 6 de 10



5 23 579 4
y14)=2+3x+2x"+ —=x"+—x =14.3303.
24 192 Ix=14
(e) Améliorons la précision de votre évaluation de y(1.4) en utilisant maintenant un poly-
nome d’ordre 10, ensuite d’ordre 20 et finalement d’ordre 30. Evitons d’utiliser la formule
de récurrence dans une page de calcul mais utilisons plutot I’éditeur de suites ou la fonc-
tion seqGen ().

Nous utilisons I’éditeur de suites et retournons ensuite dans une page de calcul pour trou-
ver les valeurs demandées. La fonction seqGen () a été utilisée pour voir la valeur des co-
efficients en arithmétique exacte et pour vérifier que le polyndéme était aussi de degré 10
(ou 20 ou 30). La figure suivante nous indique que lorsque le degré du polyndme passe de
10 a 20 a 30, alors les valeurs de y(1.4) passent de 16.5229 a 16.6457 a 16.6473.

V2 {nfl}-ul{nfl_h(n?fs-n+11]-ul{n'f2}
ul{n,
4n (n—l)‘

Inmitial Terms =2,3

0=2n299 nstep=1

-10 1 10

-6.67

2: {n—l)' c{n—1]+( 2—5' nt+l 1]' c{n—Z)

4-n- n—l] ,n,c,{O,jo}!{gj}

3"{");2[::1(::)-(1_4)”] liz=seqGen

— S.,23 79 83 335 95 245 15355 26983 11
e 77247192480 4608 3072 18432 2654208 10616832 1061
so(10) 16.5229 N (B11] n{21] #{a]]
26983 55212823949 462136879429950875
so(20) 16.6457 :
10616832 55682258127814656 844562958939334645269921"
so(30) 16.6473

FIGURE 4 - Calculs pour estimer la valeur de y(1.4) avec les séries de puissances

(f) Avec Runge-Kutta (BS23), donnons 'estimé demandé avec la tolérance d’erreur tol =
0,001 (la valeur par défaut) et également avec tol = 0,0001 et tol = 0,00001 .

Une fois I'E.D. transformée en un systéeme du premier, nous avons

y =z, y(0) =2

-5y—-2z

/

Z=—>—— 2z(0)=3
-2 (0)

Et voici les résultats. RK aurait aussi donné 16.6473 si la tolérance avait été 1077,
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Tolérance d’erreur || Valeur trouvée
0.001 16.5316
0.0001 16.6454
0.00001 16.6471

7. Soit la fonction f(x), périodique de période 2. Son graphique est illustré a la figure 5.

LSS

AN AN AN AN AN ANANWANA

&)

-

FIGURE 5 - Fonction périodique f(x) de la question 7

(a) Calculons les coefficients de Fourier de cette fonction périodique en utilisant les for-
mules intégrales.

Le graphique de la fonction périodique montre que le segment de droite tracé pour les
valeurs de x entre 0 et 2 passe par les points de coordonnées (0, —1) et (2,3). Il s’agit donc
d’une droite de pente 2 et d'ordonnée a 'origine —1, donc y = 2x — 1. En d’autres termes,
la fonction est

fx)=2x+1, 0<x<2, P=2.

Alors
2 2
aoz—f 2x-1dx=2.
2Jo

2 2
a":Ef 2x-1cos(nrtx)dx=0 (n=1,2,3,---).
0

2 [? . —4
bn:—f 2x—-Dsin(nmx)dx = (n=1,2,3,--).
2 0 nim

Remarquez que si I'on avait choisi une autre portion du graphique pour définir f(x), par
exemple sil’on avait choisi de prendre le segment de droite sur I'intervalle 2 < x < 4, alors
I’équation aurait été

fx)=2x-5 2<x<4, P=2.
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Et les formules intégrales auraient été les suivantes avec les mémes valeurs. En effet, ag =
4 ‘o4 .
% J5> 2x—5) dx = 2 comme précédemment. De méme,

2 4 2 4
an:—f (2x—-5)cos(ntx)dx =0, bn:—f 2x-5sin(nrx)dx=— (n=1).
2.J2 2J> nm

(b) Ecrivons la série de Fourier pour la fonction f(x) avec les 5 premiers termes non nuls
de la série.

On calcule quelques valeurs des coefficients b, (a la main ou en faisant une somme par-
tielle sur la calculatrice) et on obtient

4sin(rx) 2sin(2mx) 4sin(3mx) sin(4wx)
b4 3n b4
La figure 6 montre cette somme partielle tracée en la superposant au graphique de f(x) :

A

FIGURE 6 — Fonction périodique f(x) et somme partielle de Fourier d’ordre 4

fx)=1-

(c) Al’aide de la table de séries de Fourier, trouvons encore la série de Fourier de la fonc-
tion f(x).

Notre fonction ressemble a celle de la table de séries de Fourier : T5. On translate vertica-
lement la notre de une unité vers le haut et fait un changement d’amplitude en posant

gx)=f(x)+1,
e = g = Lax)
=~ gW=7gW.

La fonction h(x) est identique a celle de T5 dans la table, sauf pour la période. On fait
donc le changement de période en remplacant x par %”x = 7 x. Mais alors

sin(zx) sin(2nx) sin(3wx) ))
+ + + “en ;

2 2
f(x)—g(x)—l—;h(x)—l——1+;(n—2( I 5 3
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F)=—1+2- é (sm(nx) N sin(2mx) N sin(3mwx) +) ;
7T 1 2 3

Fo=1- é (sm(nx) N sin(2mx) N sin(3mx) +) :
/1 1 2 3

4sin(mrx) 2sin(2mx) 4sin(37x)

fx=1-

(KN

/4 3n
comme précédemment.

Page 10 de 10



