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Chapitre 1

Géométrie de I’espace

1.1 Repere cartésien et coordonnées

Dans ce cours, on appellera repere cartésien la donnée de trois droites perpendiculaires
qui se rencontrent en un point qu’on appellera I'origine. Chacune des droites est appelée
un axe et chaque axe représente les nombres réels. Les axes sont appelés axe des x, axe des
y et axe des z. Ce repere est orienté positivement : si on enroule la main droite en allant de
'axe des x vers 'axe des y, le pouce indiquera I’axe des z. Lespace est divisé en huit octants
et 'espace sera noté R3.

Une fois un repere choisi, chaque point de!’espace est repéré par trois nombres réels comme

illustré ci-dessous :

FIGURE 1.1 - Coordonnées d'un point

Les réels x;, y1 et z; sont les coordonnées du point M et on écrit M(x], y1,21). Le point
M’ (x1, y1,0) est le point obtenu par la projection orthogonale de M sur le plan xy.
Les coordonnées ne mesurent pas les distances du point aux plans de coordonnées. La dis-

tance par exemple d'un point M(x, y, z) au plan xy n’est pas z mais |z|.

Question : Que représente chacune des équations suivantes en 3 dimensions :

a) z=2
b) y=0
c) x=1
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Solution :
a) Léquation z = 2 est une équation qui représente I'ensemble de points {(x, y,z)|z = 2}
qui est le plan paralléle au plan des xy (i.e. horizontal) et qui passe par le point (0,0,2).

b) L'équation y =0 est le plan des xz.

c) L'équation x =1 est le plan paralléle au plan des yz et qui passe par le point (1,0,0).

Distance entre deux points et applications

Mo (x2, y2, 22)
/.

-

o
Wlfxl’.'l/l-zl}_f__.»

o

X

FIGURE 1.2 - Distance entre deux points

La distance entre M; et M est \/(xp — x1)? + (yo — y1)% + (22 — 21)? et ceci est une consé-

quence du théoreme de Pythagore.

On montre facilement que le mileu du segment M; M, ou M (x1, y1,21) et Ma(x2, 2, 22) est

le point :

(xl +X2 N1 +)2 21 +Zz)

2 72 72
Question : Caractérisez les points de la sphére centrée au point My(xo, Jo, z0) €t de rayon R.
Réponse :

Tout simplement la sphere cherchée est :

{(x,y,2)| distance de (x, y, z) au centre est R} = {(x, %2 \/(x —X0)?+ (y—y0)? +(z—z9)? = R}

={(x,3,2) | (x— x0)* + (y — y0)* + (2 — 20)* = R*}.
On dira simplement que I'équation cartésienne de la sphére est (x — xp)? + (y — yo)? + (z —
20)> =R?.
Question : Donnez 'équation de la sphére centrée au point (1,-2,3) et de rayon 4.

Réponse :

On utilise la formule précédente et on obtient (x — 1)? + (y +2)? + (z— 3)* = 16.

Question : Donnez le centre et le rayon de la sphére d’équation x* + y? + 22 —4x+2y = 4.
Réponse :

On écrit 'équation en complétant le carré
(x—22+(y+1%+2z%=9.

La sphere est donc centrée en (2,—1,0) et de rayon 3.
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1.2 Vecteurs

Certaines quantités sont représentées par des nombres par exemple une aire, un volume
ou une masse, on les appelle des scalaires. D’autres quantités comme la vitesse, la force ou
le champ magnétique ont des grandeurs, des directions et des sens, on les appelle des vec-
teurs.

La direction est définie comme étant une propriété que possédent toutes les droites qui
sont paralléles a une droite donnée. Une fois la direction choisie, il y a deux sens possibles.
Un segment orienté est un segment AB qui a une grandeur, une direction et un sens. Deux
segments orientés qui sont paralleles, de méme sens et de méme grandeur (ou norme) sont
considérés équivalents. Un vecteur i est donc un ensemble de segments orientés équiva-
lents (classe d’équivalence) et chaque segment orienté de cet ensemble est dit un repré-
sentant du vecteur. On notera un vecteur par i et aussi par AB ou CD avec les segments
orientés AB et CD équivalents. IIs sont des représentants de la classe d’équivalence. En tout

point, un vecteur a un représentant unique qui commence en ce point.

B

A

FIGURE 1.3 — Vecteur AB
Dire que deux vecteurs AB et CD sont donc équivalents revient a dire que la figure ABDC
est un parallélogramme qui peut étre applati lorsque les points sont alignés. Une autre ca-
ractérisation qui servira a prouver certains faits est que les segments AD et BC ontle méme

milieu.

FIGURE 1.4 - Equivalence de 2 segments orientés
Le vecteur nul sera noté 0 et il est représenté par tout segment AA.

Dans la figure suivante, les segments orientés sont équivalents et représentent le méme

vecteur.
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FIGURE 1.5 - Equivalence de segments orientés

Somme de vecteurs

Pour définir la somme de deux vecteurs # et U, on considere un représentant du vecteur i
disons AB et on sait qu'il existe un repésentant unique de U de point initial B, disons BC.
On définit la somme de deux vecteurs par la relation communément dite de Chasles

AB + BC = AC. On montre facilement que si on choisit un autre représentant de i, on ob-
tient un vecteur équivalent a AC. Le vecteur obtenu AC servira donc de représentanta i+ U.

A

FIGURE 1.6 — Relation de Chasles

Si i et U deux vecteurs, on peut les mettre dans une des situations suivantes afin de définir

la somme de deux vecteurs.

u

(b)

(a)

FIGURE 1.7 — Somme de deux vecteurs



Chapitre 1. Géométrie de 'espace 1.2. Vecteurs

Vecteur opposé

Deux vecteurs dont la somme est le vecteur nul sont dits opposés. Un vecteur et son opposé
ont la méme grandeur, la méme direction mais des sens opposés. Le vecteur opposé de ii
sera noté —ii. Le vecteur opposé du vecteur AB est le vecteur BA.

Multiplication d’un vecteur par un scalaire

Soient a est un nombre réel et # un vecteur. On choisit un représentant AB de i et on défi-
nit aﬁ comme étant le vecteur ayant la méme direction que /TE le méme sens si a >0, le
sens contraire si @ < 0 et de grandeur |a| fois la grandeur de AB. 1l est aisé de voir que aAB
ne dépend pas du représentant choisi et permet de définirt aii comme étant I'ensenble des

vecteurs équivalents a ¢ AB.

FIGURE 1.8 — Multiplication d'un vecteur par un nombre

Deux vecteurs il et ¥ sont dits colinéairres (linéairement dépendants) si U = kil oll k est un
scalaire.

Siles vecteurs il et U ne sont pas nuls, étre colinéaires équivaut a étre paralleles.

Le vecteur (—1) i est le vecteur — i et on notera aussi #i + (—7) par il — U. Le vecteur i — U est

illustré ci-dessous.

-v

<

FIGURE 1.9 — Vecteur
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Propriétés

Si @, U et i sont des vecteurs et si a et § sont des scalaires, alors :

2. (+)+w=u+ {0+ )
3. ti+0=1

4. i+(-i)=0

5. a(i+ V) =aii+al

6. (a+Pii=au+pil

7. a(Biu)=(ap)u

8. liu=1iu

Composantes d’'un vecteur

On consideére les points A(xa, ¥4, z4), B(xp, ¥B,z8), C(xc, yc,zc), D(xp, ¥p,zp). Onavu que
AB est équivalent a CD si et seulement si les milieux des segments AD et BC sont confon-

dus. Ceci se traduit par :

XA+ Xp X+ Xc

2 2
) yaty¥p _ yBtyc
2 2

ZA+ 2D Zp + Z¢
2 2

Ceci équivauta:

XD—XCc=XB—XA
YD—YCc=YB—YA
ZD —ZC =ZB —ZA

On définit alors les composantes de AB comme étant (XB — XA, YB — Ya,2B — 24). Comme
ces trois nombres sont les mémes pour tous les vecteurs équivalents, on définit les compo-
santes d'un vecteur #i comme étant les composantes d'un de ses représentants. Si on choi-
sit comme représentant celui qui commence a I'origine et finit en un point M(xy, y1, z1), les
composantes du vecteur # sont les coordonnées du point M et on écrit ii = (x1, y1,21) dans

le repére utilisé.
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[

FIGURE 1.10 - Composantes d'un vecteur

Forme algébrique de la somme de vecteurs et du produit par un scalaire

On prend deux représentants de #i et U qu'on dispose en forme de parallélogramme et
en utlisant le fait que les diagonales ont le méme milieu, on montre facilement que si
U= (uy, u, u3) et v =(vy, vy, v3), alors :

u+v= (uy + vy, up + vo, ug + v3).

On montre aussi facilement que si ii = (1, U, us) et @ est un nombre réel alors :

ati=(au, auy,auz).
Norme d’un vecteur
La grandeur ou norme d’un vecteur & = (u1, Uy, us) est
s [2 2 2
il =/ uj + us5 + us.

Question : Donnez la norme du vecteur (1,-2,3).

Réponse :

V12 +(=2)2+32 =14,

On montre de fagon algébrique que:

Il = \/(au1)2+ (@uz)® + (auz)?

_ 2(1,2 2 2
—\/a(u1+u2+u3)

_ [02 2, 2
=laly/uy+u; +ug

=|alllall.
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Vecteur unitaire

Un vecteur est dit unitaire si sa norme est égale a 1. Si # est un vecteur non nul alors le

u .. ~ o u .. Lo
vecteur ﬂ est unitaire de méme sens que i et _ﬁ est unitaire de sens contraire a .
u u
Vecteurs de base

Les vecteurs i = (1,0,0), j = (0,1,0) et k = (0,0,1) forment une base de I'espace :
Tout vecteur i = (uy, Uy, uz) s’écrit de facon unique comme combinaison linéaire des vec-

teurs i, j et k, a savoir &l = uyi + up j + usk.

1.3 Produit scalaire

On considere deux vecteurs non nuls i et U et notons par 0 I'angle entre ces deux vecteurs

et qui est entre 0 et 7 radians. Le produit scalaire est le nombre réel défini par :

u-v=|ulllvlcosb.
Sil'un des vecteurs est nul, on pose #i- U = 0.

Le produit scalaire est un nombre qui représente en physique le travail d’'une force.

0 ™

u u

(@ 6<90°, &-7>0. (b) 8 =90°, 7i- U =0. (©)6>90°, - <0.

FIGURE 1.11 - Signe du produit scalaire en fonction de I'angle

Deux vecteurs ii et U sont dits orthogonauxsi zi- U = 0.
Autre formule du produit scalaire

Il a été démontré que si & = (u1, up, us) et v = (vy, Vo, v3) alors
u-v= U1V + U2 + Uz V3

Question : Donnez 'angle entre les vecteurs ii = (1,—1,2) et 7 = (-3,1,0).

Réponse :

On utilise la formule #z - ¥ = ||z|||| 7]l cosf. Comme ii- U = (1)(—3) + (=1)(1) + (2)(0) = —4,
17 = v (D2 + (=1)2 + (2)2 = V6 et || ]| = V10, on obtient :

cosf = —

V60

—4
0 = arccos(——=) = 121°
v 60
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Question : Donnez un vecteur orthogonal au vecteur (1,-2,3).

Réponse :

Il suffit de trouver un vecteur telque son produit scalaire avec (1, -2, 3) soit nul comme par
exemple (2,1,0).

Question : Donnez la condition qui doit étre satisfaite par les composantes d'un vecteur
(x, y, z) afin que celui-ci soit orthogonal au vecteur (1,-2,3).

Réponse :

Le produit scalaire doit étre nul et donc (x, y,2) - (1,-2,3) =x -2y +3z=0.

Propriétés du produit scalaire

Si ii, U et t sont des vecteurs et a un scalaire alors :
l. 4-v=v-u
2. U-(V+w)=u-v+u-w

3. U-(av)=(atl)-V=a(ii-V)

<

4. u-u=\u
Si #i et U sont non nuls, ii et ¥ sont perpendiculaires si et seulement si #i- U =0
Projection vectorielle

Soit &I # 0, on va donner la formule qui donne le vecteur projection d’'un vecteur 7 sur le

vecteur u.

L)
‘!
(1N i

T

FIGURE 1.12 -

Le vecteur U est le vecteur projection de ¥ sur i

La grandeur (algébrique) du vecteur projection est || || cos6. Le vecteur projection est égal

a cette grandeur fois le vecteur unitaire qui est de méme sens que i :

-

. - I u
Projection de v sur ii = || V|| cos0 —

Izl
= 1@l 7]l cos—
Ilzi)1?
(ti- D) u
=u-v)——
Il
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Question : Donnez la projection du vecteur U = (1,2, —3) sur le vecteur # = (2,1,5)
Réponse :

On utlise la formule

-

- - O, - -
Projection de U sur ii = (& U)W ouv=(1,2,-3)etui=(2,1,5))
7]

Comme ii- U = —11 et || ii]|® = 30, on obtient :

— - - 11 11 11 11
Projectionde v sur i =-—(2,1,5) = (-—,——,——
30 15 30 6

1.4 Produit vectoriel

Soient i et U deux vecteurs non nuls et soit 8 ou 0 < 8 < & I'angle entre les deux. Le produit

vectoriel de i et ¥ est le vecteur noté & A U tel que :
e Sagrandeur est égale a || || || || sin8,
o Il est perpendiculaire a ii et 7,

e Son sens est donné par la régle de la main droite : si on enroule la main droite en allant

de ii a U en suivant I'angle 6, le pouce indiquera le sens de ii A T.

-

Si ii ou ¥ est le vecteur nul, on conviendra que i A 7 = 0.
Propriétés du produit vectoriel
Si i, U et i sont des vecteurs et a un scalaire alors :

1. 0

<
<
Il

A

-UAU

<
<
Il

2. UN

3. UN(W+W)=UANV+UNTD

4. (at)AV=uN(aD)=a(iA W)

Deux vecteurs non nuls sont paralleles si 8 = 0 ou 8 = 7 . Il s’en suit que deux vecteurs non

nuls sont paralléles si et seulement si ii A 7 = 0.

Question : Calculez i A j.
Réponse :

+ 7 T
linjli=Nilljlisins =1
2
et comme le vecteur i A j est de méme sens que k, on en déduit que i A j = k.
Formule analytique du produit vectoriel
Sil=(uy,uy,uz)etv=_(v1,vy,v3),ona:
UNAV=(UpV3— VoU3, U3 V] — V31, U1 VU2 — U1 U).

Question : Calculez le produit vectoriel de ii = (1,2,-3) et 7 = (0, 1,5).

Réponse :

10
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On utilise la formule précédente :
uNnv=(10+3,0-5,1-0)

=(13,-5,1).

Aire d’un parallélogramme
On sait que l'aire A est égale a la base fois la hauteur. La base est | d| et la hauteut est

h= ||l_5|| sinf. On adonc:
A=|alh

= llalllibllsin6

=|lanbl|.

FIGURE 1.13 - Aire du parallélogramme

Volume d'un parallélépipéde
Le volume d’un parallélépipede est I'aire de la base qui est ||d A bl| fois la hauteur qui est

h=17¢|llcos@|.
V=|lanbl|h
=||@aAblllIElllcosB| = (@A Db)-El.

FIGURE 1.14 — Volume du parallélépipede

11
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1.5 Droites et plans dans I'espace

1.5.1 Droites dans I’espace
Equations paramétriques d’une droite

On consideére une droite (D) qui passe par un point Py (xo, Yo, 20) €t qui est parallele a un

vecteur donné v = (a, b, ¢).

FIGURE 1.15 - Droite passant par un point et parallele a un vecteur

Un point P(x, y, z) appartient a la droite (D) si et seulement si le vecteur 7 — i est parallele
a U, ce qui revient a dire :

7 — 7o = tv ol t estun nombre réel ou encore 7 = ry + £tV ol t est un nombre réel.
L'équation vectorielle ¥ = 7y + tU peut aussi s’écrire (x, y, z) = (xo, Yo, 20) + t(a, b, c), ou en-

core P =Py + t7, ou

X=Xxp+at
¥y =Yo+Dbt
zZ=2zyg+cCt

On dit que la droite D est décrite par des équations paramétriques. Ces équations ne sont
pas uniques car on peut utiliser un autre point de la droite et un autre vecteur parallele a 7.
Le vecteur U dans la définition est dit vecteur directeur de la droite.

Questions :

a) Donnez les équations paramétriques de la droite passant par le point (1,-2,3) et paral-

léle au vecteur(2,-3,5).
b) En quel point la droite de I'exemple traverse-t-elle le plan xy?
c) Le point (3,—4,9) est-il sur la droite précédente?
d) Le point (3, -5, 8) est-il sur la droite précédente?

e) En utilisant le point de la question précédente, donnez de nouvelles équations paramé-

triques de la droite et retrouvez le point ou elle traverse le plan xy.

12
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Solution

a)
x=1+2¢
y=-2-3t .
z2=3+5¢

b) Le plan des xy a pour équation z = 0 et donc le point cherché correspond a la valeur de

3
t pour laquelle z = 0. On résout 3+ 5¢ = 0 et on obtient ¢ = —5 En remplacant par cette

1 1
valeur dans les équations de la droite, le point cherché est (— 5 0).

¢) le systeme d’équations suivantes :

1+2t=3
—2-3t=—-4 .
3+5t=9

n'a pas de solutions. La valeur de t qui résout la premiere équation ne vérifie pas les

autres. Le point n’est pas sur la droite.

d) le systeme d’équations suivantes :

1+2t=3
-2-3t=-5
3+5t=8

a pour solution ¢ =1 et donc le point se trouve sur la droite.

e)
x=3+2¢
y=-5-3t .
z=8+5t

Le point cherché correspond a la valeur de ¢ pour laquelle z = 0. On résout 8 +5¢ =0

8
et on obtient ¢ = ~z En remplacant par cette valeur dans les équations de la droite,

le point cherché est (—g, et 0). On remarque que les équations paramétriques ne sont

pas uniques mais on obtient le méme point en b) et en e).

Deux droites sont paralleles si et seulement si elles ont des vecteurs directeurs paralleles
(colinéaires).
Deux droites dans '’espace sont dites gauches si elle ne sont ni paralleles ni concourantes

(ceci n’est pas possible dans le plan).

Question : Trouvez le point de rencontre des droites suivantes :

xX=5+t xX=2+t
D;: y=2-2t et Dy: y=2t
z=-1-3t z=4—-t

13
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Solution :

Le point de rencontre de deux droites ne correspond pas souvent a la méme valeur du para-
metre . Il faut donc désigner les parametres par deux lettres différentes lors de la résolution
du systeme d’équations.
On résout alors

S5+t=2+s

2-2t=2s

-1-3t=4-5

et obtient £ = —1 et s = 2. En remplacant par t = —1 ou s = 2, on obtient le point (4,4, 2).
Droite passant par deux points distincts A et B

Pour trouver des équations paramétriques, on considere la droite comme passant par exemple

par le point A et de vecteur directeur AB.

Equations symétriques d’une droite

Supposons que des équations paramétriques d'une droite sont :

X=Xxy+at
y=1yo+Dbt
z=zp+ct

Si a, b et ¢ sont tous non nuls, on peut isoler ¢ dans chaque équation et ainsi avoir :

X—Xo Y—Yo_ <—20
a b c

Ces deux équations sont dites équations symétriques de la droite.

Si, par exemple, une des composantes du vecteur directeur est nulle, disons c, les équations
xX=xp+at

- . . P 0
paramétriques sont {§ y = yo+ bt . Dans ce cas, les équations symétriques sont =
a

Z=20

LW et 2= 2.

Si, par exemple, deux des composantes du vecteur directeur sont nulles, disons b et c, les

xX=xp+at
équations paramétriques sont { y=yp , et dans ce cas les équations symétriques
=20

sont y = yp et z = 2p.

Remarque : Dans le plan, les droites ont des équations paramétriques similaires (sans le z).

14
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1.5.2 Plans dans I’'espace

Plan passant par un point et perpendiculaire a un vecteur donné

z

(P)

FIGURE 1.16 — Plan passant par Py et perpendiculaire a 7i .

Un point P(x, y, z) est sur le plan passant par Py et perpendiculaire a 7 si et seulement si
7 — iy est perpendiculaire a 71 = (a, b, ¢), et ceci équivaut a :

(F~ ) /i =0

ou

(x—x0,¥—¥0,2— 20).(a,b,c) =0

ou

a(x—xp) +b(y—yo) +c(z—zp) =0.

Cette derniere équation est dite 'équation cartésienne du plan et on pourra I'écrire sous la
forme

ax+by+cz+d=0.

Le vecteur 7i est dit vecteur normal au plan.

Remarque : Ceci nous fait penser aux équations cartésiennes des droites dans le plan ax +
by+c=0.

Question : Donnez I'équation du plan passant par le point (2,-1,3) et de vecteur normal
37— j+4k.

Solution :

L'équation du plan en question est :
3x-2)-(y+1)+4(z-3)=0
3x—y+4z-19=0
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1.5. Droites et plans dans I'espace Chapitre 1. Géométrie de 'espace

Plan passant par trois points non alignés

Par trois points non alignés, A, B et C, il passe un seul plan et pour trouver son équation,
on prend un des points, et pour vecteur normal, on prend 72 = AB A AC.

Question: DonnezI’équation du plan passant par les points A(2,—-1,3), B(0,1,5) et C(4,-2,1).
Solution

On cherche le qui passe par A et normal au vecteur AB A AC. Comme AB = (-2,2,2),
AC=(2,-1,-2) et ABAAC = (=2,0,2). Le plan cherché a pour équation :

-2(x=-2)+0(y+1)-2(z-3)=0

qu’'on peut écrire :

X+z-5=0

Deux plans sont paralleles si et seulement si ils ont des vecteurs normaux paralléles (ou

colinéaires).

(£2)

(1)

1

//////
//// RR\H“y

T

FIGURE 1.17 - Plans paralleles

Question : Les plans d’équations respectives 3x—6y+9z—1=0et2x—4y+3z—4 = 0 sont-ils
paralleles?

solution :

Les vecteurs normaux (3,—6,9) et (2,—4,3) ne sont pas colinéaires (il n y a pas de propor-
tionnalité) et donc les plans ne sont pas parralleles. On pourrait aussi voir que le produit

vectoriel n’est pas nul (c’est plus long!).

Deux plans sont perpendiculaires si et seulement s’ils ont des vecteurs normaux perpendi-

culaires (i.e. leur produit scalaire est nul).
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Chapitre 1. Géométrie de I'espace 1.5. Droites et plans dans I’espace

7(P1)

FIGURE 1.18 —Plans perpendiculaires

Question : Donnez ’équation d'un plan perpendiculaire au plan d’équation
2x—y+3z+5=0.

Solution :

On cheche un plan avec un vecteur normal perpendiculaire au vecteur (2,—1,3). On prend
par exemple le vecteur (1,—1,—1) (n'importe quel vecteur dont le produit scalaire avec
(2,—1,3) estnul). On prendra le plan x — y — z+ 100 = 0 (La valeur de 100 est arbitraire).

Distance d’'un point a un plan

On cherche la distance d'un point A(xy, y1,21) a un plan d’équation ax+ by +cz+d = 0.
Pour cela choisissons un point quelconque Py(xyo, yo, zo) sur le plan. Comme on le visualise
sur la figure ci-dessous, la distance cherchée D du point A au plan est la norme du vecteur
projection du vecteur m sur le vecteur normal 7i = (a, b, ¢).

A(zy, 91, 21)

Py (x0, 40, 20)

FIGURE 1.19 - Distance d'un point a un plan
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1.5. Droites et plans dans I'espace Chapitre 1. Géométrie de 'espace

Le vecteur projection est :

-

Vecteur projection de P—OA sur 71 = (m- n) “;:”2
o )(@.b.0) (a,b,c)
= (X1 XO,J/I ,VO;ZI ZO -\a,0,C a2+b2+62
(@ )+ b V4ol 3 (a,b,c)
= (a(x] — x - c(z1—-20) 5———
1~ Xo Yi=JYo 17200 2 h2 4 o2
(a,b,c)
= b — b > 19 9
(axy + by, +czy — (axp + yO+CZO))a2+b2+02
(a,b,c)
=(ax;+by1+cz + d)m

Cette derniere égalité découle du fait que le point Py(xy, yo, zo) est choisi sur le plan et donc
ses coordonnées vérifient I'’équation du plan et ceci nous donne axy + byy + czp+d =0 et
ainsi axp + by + czp = —d. On voit bien que la distance ne dépend pas du choix de Py.

La distance D du point A au plan est la norme du vecteur projection.

D vecteur [)rO ection del A sur n ax +b +Ccz Id 5 195 o
J 0 1 yl 1 2 l2 2

\/612+b2+02

| 1 yl 1 | 2 lz Cz

_laxi+ by +czy +d|

vVa?+b?+c?

La formule qui donne la distance D d'un point A(x1, y1,21) a un plan d’équation ax + by +

cz+d=0est:
_laxy+ by +cz +d|

Nz
Question : Donnez la distance entre les plans paralleles d’équations respectives 3x —6y +
9z—-1=0etx—-2y+3z—-2=0
Solution :

D

Remarquez que les vecteurs normaux sont colinéaires et donc les plans sont paralléles. Pour
calculez la distance entre les deux plans, il faut prendre un point d'un des plans et calculer
la distance de ce point a 'autre plan. On choisit un point par exemple du deuxiéme plan
en posant y =0, z = 0 et on obtient (2,0,0) . On utlise la formule du cours pout trouver la
distance entre le point (2,0,0) etle plan3x-6y+9z—-1=0

B -60+9(0)-1] 5  5V14

VB2 ( 6292 V26 42

Question : Donnez des équations paramétriques de la droite intersection des plans d’équa-

D

tions respectives x —2y+3z=5et2x—y+4z=1.

Solution :

On cherche un point sur cette droite en posant z = 0 et en résolvant les 2 équations pour
trouver x et y. Un calcul simple donne le point (-1, —3,0). Un vecteur qui donne la direction
de cette droite doit étre perpendiculaire a chacun des deux vecteurs normaux. Un exemple

d’'un tel vecteur est donné par le produit vectoriel des deux vecteurs normaux et le calcul
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Chapitre 1. Géométrie de 'espace 1.6. Surfaces

nous donne (-5,2,3). Des équations paramétriques de la droite cherchée est :

x=-1-5¢
y=-3+2t
z=23t

1.6 Surfaces

Graphes de fonctions de deux variables

Une fonction de deux variables est une fonction qui associe a un point (x, y) d'une région
du plan un nombre réel unique noté f(x,y) appelé image de (x, y) par la fonction f. On
écrit aussi z = f(x, y).

Lensemble des points (x, y) pour lesquels f(x, y) existe est dit le domaine de f (I'’ensemble

des entrées possibles).
Limage de f est'’ensemble des valeurs prises par f ('ensemble des sorties possibles).

Exemple : La fonction f(x,y) = \/1— (x?+ y?) a pour domaine {(x, y) € R2|x% + y2 <1} et
son image est [0,1] et la fonction f(x,y) = 24y & pour domaine R? \ (0,0) et son image
XE+y

est ]0,00[.
Graphe d’une fonction de deux variables

Le graphe d’une fonction f de deux variables est {(x, y, z) € R®|z = f(x, y)}. Ce graphe est un

sous-ensemble de I'espace a 3 dimensions R3.
Exemples de graphes :

Le graphe de f(x,y) = 2, {(x, ¥, 2) € R3|z = 2}, est un plan horizontal.

it

T uy

FIGURE 1.20 — Graphe de f(x,y) =2.
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1.6. Surfaces Chapitre 1. Géométrie de 'espace

Le graphede f(x,y) =1-(x+), {(x,y,2) € R3lz=1-(x+ ¥)} estun plan. Léquation de cette
surface s’écrit z=1—-(x+ y) ou x+ y+ z = 1 et ceci est '’équation d'un plan. Pour dessiner

ce plan, on a besoin de trois points non alignés, par exemple (1,0,0), (0,1,0) et (0,0, 1).

e

FIGURE 1.21 - f(x,y) =1—-(x+ ).

Courbes de niveau d’une fonction
Lorsqu’on coupe la surface z = f(x, y) par un plan horizontal z = ¢, on obtient une courbe

dite courbe de niveau c de f.
Exemple : Graphe de f(x,y) = 100 — (x*> + y?) avec 2= 0
Nous allons chercher les courbes de niveau de la fonction. Lintersection du plan horizontal

z=cou0=c<=<100avec le graphe de la fonction z = f(x, y) estla courbe définie par

2 +y?>=100~-c

Z=C

La courbe précédente est un cercle centré a I’origine et de rayon v/ 100 — ¢ qui se trouve sur
le plan horizontal z = ¢ . On peut donc voir le graphe de f comme une succession de cercles

situés sur des plans horizontaux et dont le rayon varie avec la hauteur a laquelle se trouve

le plan.

(a) Graphe de f(x,y) = (b) Graphe de f (c) Intersection du Graphe
100 — (x2 + yz). etplanz=c. et du plan horizontal..

FIGURE 1.22 - Intersection du graphe et d'un plan horizontal.
Ci-dessous, les courbes de niveaux 0, 36, 64, 84, 96 et 100 sont illustrées dans le plan xy et

si on veut reconstituer le graphe de la surface en 3D, on a qu’a dessiner chaque courbe de

niveau sur le plan correspondant.
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=15

(a) Courbes de niveaux 0, 36, 64, 84, 96 et 100.

Les quadriques

Le graphe d’'une surface définie par une équation du second degré en x, y et z est dite

quadrique. Ci-dessous une illustration des six types de quadriques classiques :

x

(b) Paraboloide ellip- (c) Ellipsoide

. 2 2 2
tique LY LE g
z x2 y2 a2 b2 2
—==+=.

c a? b2

(d) Paraboloide hyper- (e) Cone

boli uez—x y2 z_z_x_2+y_2
d c a® b 2 a2 p2

(f) Hyperboloide-1- (g) Hyperboloide-2-na
x2 y2 22 ~ 2 2 22 ~
nappe;+ﬁ—c—2—l. ppes;+ﬁ—c—2——l.
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1.7. Coordonnées cylindriques et Coordonnées sphériques Chapitre 1. Géométrie de
I'espace

1.7 Coordonnées cylindriques et Coordonnées sphériques

Coordonnées cylindriques

x=rcosf
y=rsinf ol r=0 ou 0=<6<2m
z=12z

e P(r. 0 z)

(h) Coordonnées cylindriques.

Question : Que représentent les surfaces suivantes?

a r=2

by ==
4

Réponse :

a) C’est1l’équation du cylindre circulaire dont I’axe est 'axe z et de rayon 2

(i) Surface r =2

b) C’estle demi plan qui fait un angle de %avec le demi-plan xz et x =0 (ou 8 =0).

(j) Surface 0 = %
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Chapitre 1. Géométrie de 'espace 1.7. Coordonnées cylindriques et Coordonnées
sphériques

Coordonnées sphériques.

x = psingcosH
y = psingsinf o p=0 , 0=0<27m et O0<s@p<nm

zZ=pcose

(k) Coordonnées sphériques

Question : Que représentent les surfaces suivantes :
a p=3
T
b) ¢=—
14 4

Réponse :

a) C’est]’équation de la sphere centrée al'origine et de rayon 3.

(1) Surface p =3

/4
b) C’estle demi-cone qui fait un angle de Zavec le demi-axe des z avec z = 0.

(m) Surface ¢ = %
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1.8. Exercices Chapitre 1. Géométrie de 'espace

1.8

10.

11.

12.
13.

14.

Exercices

. En calculant des distances, dites si les points A(2,0,5), B(1,2,8) et C(4,—4,—1) sont

colinéaires.

. Donnez I'équation de la sphere centrée au point (1,2, —4) et qui rencontre le plan xy

en un seul point.

. Donnez I’équation de la sphére dont les points A(2,—-4,6) et B(6,—6,10) sont les ex-

trémités d'un diametre.

Donnez la formule de la distance d'un point (x, y, z) au plan xy.
Donnez la formule de la distance d'un point(x, y, z) a 'axe des z.
Que représente les ensembles suivants :

a) {(x,lx=2}

b) {(x,y,2)lz=2}

o {x,ylx*+y*=1}

d {(x,y,2x*+y*=1}

e) {(x,y,z)lz =V1-x? —yz}

0 {(x,y2Ix*+y*=1letz=2}

g {6, y,2)x*+y?+2z2 =4}

. Calculez3@—27, il et |ti—D|sidi=i—3]+2ket0=37+] -5k

- 15 14
Pour quelle valeur de a, le vecteur ai — 3 J + = k est-il unitaire?

. Quel est le vecteur du plan obtenu si on applique au vecteur ai+ bfune rotation de

90 degrés autour de 'origine.

a) Donnez le vecteur de grandeur 6 et qui est parallele au vecteur 27 — j +2 k et de

sens contraire.
b) Sile vecteur trouvé en a) a son point initial en (2,-1,0), quel est son point final ?
calculez - U si
a) |iill=3 et | 5=v2 et 'angle entre ii et ¥ est % radians
b) fi=i-3j+2ketv=3i+]—5k
Montrez que i - ii=||ii]|°.
Trouvez I’angle entre les vecteurs ii et U si
a) i=2i-3jetv=—i+5]
b) i=2i+3]-5ketv=-3i+]—k
Donnez le vecteur projection du vecteur U sur le vecteur i si
a) D=4i-6jetli=—i+]

b) 1=2i+3]-8ketii=—i+2]—k
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.
24.

25.

26.

En utilisant les vecteurs, montrez que le segment qui joint les milieux de deux cotés

d’un triangle est parallele au troisieme c6té et sa grandeur est la moitié de ce dernier.
Soit T=ai—2 f+ 6 %, donnez la ou les valeur(s) de a pourque U

a) soit orthogonal au vecteur 2 i-3 f+ k

b) fasse un angle de obtus avec 27 —3 j + k

c) soitparallelea2i—3j+9 k

-

Les angles a, f et y que fait un vecteur non nul & = ai + b j + ¢ k avec les vecteurs i, j
et k sont dits angles directeurs et leurs cosinus sont dits cosinus directeurs.

a) Donnez les cosinus directeurs en fonction de a, b et c.
b) Exprimez le vecteur ii en fonction de sa grandeur et de ses cosinus directeurs.
¢) Montrez que cosz((x) + cos? (B)+ cos? =1

d) Donnez les cosinus directeurs de 2 i— ]_"+ 2k.

VB. VEBo o VB. VB
On considere les vecteurs é = 71 + > jetf= —7 7 j- Ecrivez le vecteur

7i=31+2 ] souslaforme ﬁ:aé+bf.

Calculez @i A U si

- -

=i-3jetv=3i+]

:l

a)

b) f+2ketv 30+ - 4k

:l

Calculez I'aire du triangle dont deux cotés mesurent 6 cm et 5 cm et font un angle de
30 degrés.

On considere les points A(-2,3,5), B(1,—1,7) et C(0,-1,6).
a) Calculez l'aire du triangle ABC.

b) En calculant I'aire de facon élémentaire, donnez la distance entre le point C et la

droite passant par A et B.
Montrez que i A ii = 0.
Calculez (i A7) AJetiA(inA ) etconcluez.
a) ii#0etilAD=ilAib, peut-on dire que U = ii'?
b) ii#0etii-U=ii-ib, peut-on dire que ¥ = i0'?
Donnez des équations paramétriques et les équations symétriques de la droite
a) qui passe par le point (1,2, —1) et qui est parallele au vecteur 27 + j -5 k
b) qui passe par les points (4,0,1) et (-3,2,5)
¢) quipasse par le point (—1,2,3) et qui est perpendiculaire au plan3x -y +7z =4

Donnez des équations paramétriques de la droite passant par le point (3,-2,4) et

x=2-3t
paralléle ala droite { y=-3+2¢
z=1-4t
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27. Donnez les équations symétriques de la droite passant par le point (0,—2,1) et paral-
N Lo x=-1 2-y =z
léle ala droite —— = —— = —
3 5 4
28. On considere le point A(—4,2,3) etle plan P d’équation x -2y +z =1.

a) En quel pointla droite qui passe par A et qui est perpendiculaire au plan P rencontre-
t-elle le plan P?

b) Déduire de ce qui précede la distance entre le point A et le plan P.
¢) Retrouvez la distance par la formule donnée dans le cours.
d) Donnez le point obtenu par la réflexion par rapport au plan P du point de A.

29. a) Montrez que la droite qui passe par le point A(1,—4,3) et parallele au vecteur

—4i+2j+ 6k peut aussi étre représentée par les équations paramétriques sui-

x=-3+2t
vantes4y y=-2-1¢
z=9-3t

b) Y’at-il unicité des équations paramétriques d'une droite?

30. Les droites suivantes sont-elles paralleles? ont-elles des points communs?

x=1+2¢ x=1+3¢
a) Di:{ y=-1-4t et Dy:{ y=2-6t
z=5-8t z=8-12¢
x=3+2¢ x=1+t¢
b) Di:y y=1+t¢ et Dy:{ y=2-3t
z=4-3t z=T7+4t

31. DonnezI’équation du plan
a) qui passe par le point (-5,2,1) et de vecteur normal 37 —2 j — 6 k
b) qui passe par les points (4,0,1), (—3,2,—6) et (-2,5,0)
¢) quipasse par le point (1,-3,4) et qui est paralléele au plan 3x -y +7z =4

d) qui passe par le point (1,-2,3) et qui contient la droite passant par les points
(2$ _1,0) et (Zy _5y 1)

e) quipasse parle point (1, -2,3) et qui contient la droite d’équation 7(f) = (1-2¢) i —
5tj+(-2+30k

32. On considere la droite D d’équation 7(£) = (1-38) i+ @2+ 1) j+(-1-310) ketle plan P
d’équation2x+3y—z=3.
a) Dites pouquoi il y a un plan qui contient D et qui est parallele a P.
b) Donnez 'équation de ce plan.

33. Donnez I'équation du plan passant par les points (0,—1,3) et (2,3,5) et qui est per-
pendiculaire au plan d’équation 2x -3y +8z=1

34. On considere deux plans d’équations respectives 2x -3y —2z=—-4etx—2y+2z=1

a) Donnez un point de la droite intersection des deux plans.
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35.

36.

37.

38.

39.

b) En vous servant des vecteurs normaux aux plans, donnez un vecteur parallele a la

droite intersection des deux plans.
¢) Donnez des équations paramétriques de la droite intersection des deux plans.

d) Alternative : Trouvez un autre point comme dans la question a) et donnez les

équations de la droite qui passe par ces deux points.
e) Alternative : Utilisez un outil de calcul symbolique.

Donnez I'équation du plan qui passe par le point (2,0, 6) et qui est perpendiculaire a
la droite intersection des plans d’équations respectives x+ y—z =4 et3x—2y—z=>5.

Donnez!’équation d'un plan
a) parallele au plan d’équation 2x -5y +3z=2
b) perpendiculaire au plan d’équation 2x -5y +3z =2

Donnez des équations paramétriques de la droite qui passe par le point (—1,1,3) et

qui est perpendiculaire a la droite d’équations paramétriques

x=1+3¢
y=2—-t
z=-3-5¢

(Dans I'espace, deux droites sont dites perpendiculaires si elles se coupent selon un

angle droit)

La distance d'un point C a la droite passant par deux points A et B est donnée par
| AC A AB|

I AB]
a) Montrez que si #I est un vecteur paralléle a la droite passant par A et B alors cette
| AC A il

lal

b) Dites pourquoi les droites suivantes sont paralléles

distance peut s’écrire

x=3+2t x=1+3¢t
Dqi:§ y=1+10t et Dy:{ y=2+15¢t .
z=4-4¢ z=7—-6t

c) Calculez la distance entre les deux droites.

Deux droites de I'espace non paralléles et non concourantes sont dites gauches. On
veut trouver une formule qui donne la distance entre deux droites gauches.

a) Siles équations paramétriques des droites sont respectivement 7 () = P + tii et
7(t) = Q+ t v, montrez que la distance entre les deux droites est donnée par
IPQ- (@A D)

lanol -
x=3+2¢ x=1+t¢

b) Calculezladistance entreles droites gauches D;:{ y=1+t etDy:{ y=2-3¢

z=4-3t z="7+4t
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40. Caculez la distance entre
a) lepoint (2,-1,5) etle plan d’équation 2x —y+2z=-3

b) Les plans paralleles d’équations respectives 2x + 10y —4z=2et3x+15y—-6z="7
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Chapitre 2

Fonctions vectorielles

2.1 Fonctions vectorielles et courbes

Soit £ un nombre réel dans un intervalle donné. Une fonction vectorielle est une fonction

qui associe a f un vecteur 7(¢) du plan ou de 'espace.

t—7(0)=fO)i+gn]+hOk=(f(1),g1),hD)

ol f, g et h sontdes fonctions réelles d'une variable réelle. Lorsque t varie le point M (x, y, z)
avec x = f (1), y = g(t) et z= h(¢) décrit une courbe. On dira que cette courbe a pour équa-

tions paramétriques

x=f()
y=8(
z=h(p)

(a) Courbe paramétrée

Question : Quelle courbe la fonction vectorielle suivante 7(t) = (1 -2 t)7+ (3+4 t)f+ 5-1 k
définit-elle?

Réponse :

La courbe représente la droite dans ’espace qui passe par le point (1,3,5) et parallele au
vecteur 7(f) = —2i + 4]_"— k
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2.2. Dérivation et tangente Chapitre 2. Fonctions vectorielles

Question : Quelle courbe la fonction vectorielle 7(f) = cos ti+sin tf+ tk définit-elle?

Réponse :

La courbe est une spirale ou hélice dans I’espace (voir illustation ci-dessous).

.
¥

(b) Hélice

2.2 Dérivation et tangente
Avant de parler de dérivée, nous allons définir la notion de limite d'une fonction vectorielle

() =fi+g)]+hDk.
Dire que

lim7() =1
—a

revient a dire

lim [|7 (1)~ || =0
t—a
On montre aussi que
lim 7 (£) = (lim £ ()7 + (lim g (1) ] + (im h () k
t—a t—a t—a t—a
%I_IEIZ (f(),8(), () = (%gr}lf(t),%gl}lg(t),%llr}lh(t))
Exemple: Si 7(f) = 2sinti +2costj + tk,ona:
lim 7 (1) = —2] + 7wk
t—m
Dérivée d'une fonction vectorielle

La dérivée d'une fonction vectorielle 7(t) = f (t)?+ g(t)f+ h(t) ken Iy est

7 (to+h)—T7 ()

r(t) = li
)= fim =R

30



Chapitre 2. Fonctions vectorielles 2.2. Dérivation et tangente

Flto + h) — F(ty)
F(to + h)

0

(c) Taux de variation
On montre que ceci revient a dériver les trois fonctions f (), g(¢) et h(?).
- d o o -
r'(t) = EW” =f'i+gmj+hk

Propriétés des dérivées

Si (1) et U(¢) sont des fonctions vectorielles, f une fonction réelle de la variable ¢ et k un

nombre réel, alors :

1L + o) = L + L o)
T dt Cdt dt
I
2. = (Kii(1)) = k——(il(1)
5. Lrmam) = foim+ Fo-L @)
" dt - dt
s Lawy v = Law v+ am @)
. dt u v = dtu v u d[ v
5. L) A ve) = (o) A 50+ 0 AL (50
Cdt S dt dt

Vecteur tangent

Si en un point My(xy, Yo, Z0) qui correspond a t = f, le vecteur F’(to) n’est pas nul, alors il

est tangent a la courbe au point M.

M,

(d) Courbe et dérivée.

Une courbe est dite réguliére si (1) possede une dérivée continue et si r'(1) #0.

Vecteur tangent unitaire

-

r'(1)

OGN
Question : Calculez 7/(0) et T'(0) si 7(¢) = 4sin ti+2cos t]_"+ 3tk.

Le vecteur tangent unitaire est T' (r) =
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2.3. Intégrale et longueur d’arc Chapitre 2. Fonctions vectorielles

Réponse :
- - - 4 3
Onar/(t) = (4cost,—2sint,3), r'(0) = (4,0,3) etdonc T/(0) = (3,0, E)

Droite tangente a une courbe

En un point My(xo, yo, zo) qui correspond a ¢ = fy avec r (fp) non nul, la droite tangente a la
courbe en M est la droite qui passe par M et de vecteur directeur r (to).

Question :. Donnez des équations paramétriques de la tangente a la courbe

x=1+42Vrt
y=t3—t
z=13+1

au point (3,0,2).

Réponse :

Ona

, 1

TV
y=3r*-1
z=31"+1

Le point (3,0,2) de la courbe correspond a ¢ = 1 (on trouve cette valeur a partir des équations
dela courbe) et le vecteur tangent a la courbe au point (3,0, 2) est (1) = (1,2,4). Finalement

ona:

x=3+t
y=2t
z=2+4t

2.3 Intégrale et longueur d’arc

On définit I'intégrale définie d’une fonction vectorielle d’'une variable réelle 7(f) = f(£)i +

g(j+ h(t)Epar
b -
f h(t) dt) k.

b b R b R
f?(t)dt:(f f(t)dr)i+(f g(t)dt)j+

De la méme facon, on définit les intégrales indéfinies.

Longueur d’arc de courbe

La longueur de I'arc de courbe 7(£) = f(£)i + g(£)] + h(t)k otta < t < b est donnée par:

b b
| o= [y firor g e ar

Exemple : La longueur d’arc 7(f) = 2sin ti +2cos {] + tk avec 0 < < 27 est :

21 21 21
l:f \/(f’(t))z+(g’(t))2+(h’(t))2dt: \/(Zcost)2+(—231nt)2+(l)zdtzf V5dt =215
0 0 0
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Chapitre 2. Fonctions vectorielles 2.4. Surfaces paramétrées

Paramétrisation par longueur d’arc

Soit s la longeur d’arc commencant en a et finissant en £ :
t -
s(t) = f I’ (o)lldT.
a

On a donc s = s(r) et d’apres le théoreme fondamental du calcul, on a s'(r) = 1 ()]
Si on peut résoudre cette équation s = s(#) pour avoir ¢ = £(s), on peut alors avoir une para-
métrisation de la courbe 7(¢) ot a < ¢ < b par 71(s) = F(¢(s)) et 0 < s < [ ou [ est la longueur

totale [, ub I (£)||dt. La courbe est ainsi paramétrée par la longueur d’arc s.

Exemple : En deux dimensions, le cercle centré a I'origine et de rayon R a pour équations
paramétriques
x=Rcost
{ y=Rsint
Dans cette paramétrisation, ¢ représente géométriquement 'angle en radians mesuré a
partir du demi-axe positf des x et 0 < t < 27. On a s(¢) = fot ||;’(T)||d‘[ = R.t. La paramé-
trisation par longueur d’arc s commencant a I’origine est

s
X =Rcos—
R

—Rsins
y=asihp

et0<s<2nR.

Question : Donner une paramérisation par longueur d’arc mesuré a partir du point (1,0, 0)

de I'hélice d’équations paramétriques

-

7(f)=costi+sintj + Zk ou t=0
, £ V17 e . ,
Réponse : On a s(f) = fo 7' (D)|]ldT = Tt. La paramétrisation par longueur d’arc com-
mencant a partir du point (1,0,0) est

4
r(s)—cos(—s)l+sm(—s) —k ou s=0
1 Nits ]

V17 7 V17

Remarque : Lorsque la courbe est paramétrée par longeur d’arc s, on a T' (s) = r (s).

2.4 Surfaces paramétrées

Une fonction vectorielle de deux variables réelles est une fonction qui a un couple de réels

u et v associe un vecteur
(, v) = Fu, v) = f(u, v)i + g(u, v) ] + h(u, )k = (f (, v), g(u, v), h(u, V)
ol f, g et h sont des fonctions réelles de deux variables.
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2.4. Surfaces paramétrées Chapitre 2. Fonctions vectorielles

Lorsque u et v varient, le point M(x, y,z) avec x = f(u,v), y = g(u, v) et z = h(u, v) décrit

une surface. On dira que cette surface a pour équations paramétriques

x=f(u,v)
y=gW,v)
z=h(u,v)

Si on fixe un des deux parameétres dans des équations paramétriques d'une surface, on ob-

tient une courbe qu’on appelle courbe isoparamétrique.
Exemples :

Le graphe d’'une fonction de deux variables z = f(x, y) peut étre représenté pas les équa-

tions paramétriques :

X=Uu
y=v
z=f(u,v)

Le graphe de z = x? + y? ( Paraboloide circulaire) peut étre représenté par les équations

paramétriques (coordonnées rectangulaires) suivantes :

X=u
y=v
z=u?+1°

Cependant, la paraboloide peut aussi étre représentée par les équations paramétriques (co-

ordonnées cylindriques) suivantes :

X=ucosv
y=usinv
z=u?

Ces dernieres équations paramétriques sont beaucoup plus appropriées comme le montre

le dessin ci-dessous.

2 2

(e) Paraboloide z = x“ + (f) Paraboloide z = x“ +
y? dessinée sur un carré y? dessinée en coor-
et ses courbes isopara- données cylindriques et
métriques ses courbes isoparamé-

triques
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Chapitre 2. Fonctions vectorielles 2.4. Surfaces paramétrées

y
T

(g) Surface (Parabo-
loide circulaire) z =
¥ +y?

Le cylindre circulaire d’axe 'axe des y, x*> + z> = 4 peut étre représenté par des équations

paramétriques (coordonnées cylindriques) suivantes :

X=2cosv
y=u oui 0=0<2n
z=2sinv

a2 2 2
La sphere —

2 + I + e 1 peut étre paramétrée en coordonnées sphériques :

Xx = RsingcosO
y=Rsingsind ol 0=0<2nm et O0<s@p=<n

z=Rcosg

Pour une sphere, la courbes isoparamétrique avec 8 = 6y est le demi-cercle intersection du
demi-plan 0 = 6 et de la sphere et celle avec ¢ = g est le cercle intersection du demi-cone
@ = o et de la sphere.

(h) Sphere avec ses
courbes isoparamé-

triques

x2 2 2

Lellipsoide — + =
a

2 + =z = 1 peut étre paramétrée en coordonnées sphériques :

Xx = asingcosf
y=bsingsinf ol 0=0<2m et O<s¢p=m.

Z=ccos¢
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2.5. Exercices Chapitre 2. Fonctions vectorielles

2.5

10.

Exercices

. Identifiez les surfaces suivantes :

a) x+y+2z=4
b) z=y?

c) z=4-x*-y?

d) z=14v/xZT )7

e) x¥’+z%2=4

. Convertir des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires.

a) (L1
b) (-3,4)

. Donnez I'équation du cercle x* + y* = 16 en coordonnées polaires.

. Dessinez avec un outil graphique la courbe plane donnée en coordonnées polaires

par r = 2cos(6) et ensuite donnez son équation en coordonnées cartésiennes. (mul-

tiplier par r les deux c6tés de I’équation afin de la transformer en x et y).

. Convertir des coordonnées cartésiennes aux coordonnées cylindriques et sphériques.

a) (1’ 1) _2)
b) (3,-3,5)

. DonnezI’équation de la sphére x? + y° + z> = 4 en coordonnées cylindriques et sphé-

riques.

. Donnez!’équation du cylindre x*>+y? = 1 en coordonnées cylindriques et sphériques.

. Quelle est la surface qui est donnée en coordonnées sphériques par p = 4cos(¢).

(multipliez par p les deux cotés de I’équation afin de la transformer en x, y et z.)

. Dessinez les courbes suivantes et identifiez les.

{ x=2t—-1
a)
y=4t+1
{ x=t-1
b)
y=t
{ x =3cos(1)
c)
y=3sin()

x =2cos(t)
d)
y=3sin()
En utilisant un logiciel, dessinez les courbes suivantes.
x=2cos(2mt)
a)
{ y=2sin(3nt)
b) X = Cosj €3]
y =sin°(f)
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

xX=+v'tcos(2t)
c) { y=+Vtsin(2r)
z=V1
X=1tcos(2t)
d) { y=tsin(2t)
z=1

En quels points, la courbe 7(£) = (1 - £2) i+ (1 - 1) ] + (-2 + 212 k rencontre-t-elle le
planx-2y+z+3=07?

Donnez des équations paramétriques de la courbe intersection de la surface x>+ y> +
9z2 =9, y >0 et de la surface x> + z% = 1.

Donnez des équations paramétriques de la tangente a la courbe au point donné.
a) 7(1) = (e!,2sin(f) — 1,1 +1) au point (1,-1,1)
b) F(1) = (t?+2¢—1,2tsin(t), e Henr=1

Donnez des équations paramétriques de la courbe intersection du cylindre x>+ y? = 4
et du plan y + z = 2 ainsi que celles de la tangente a cette courbe au point (—v/3,1,1).

Soit C la courbe intersection des surfaces z = \/x% + y2 et 5x% + 2% + z2 = 102,

a) Utilisez un outil de calcul symbolique pour trouver une paramétrisation de la
courbe C au voisinage du point (-3,4,5) (reslovez en x, y et z)

b) Utilisez la question précédente pour trouvez des équations paramétriques de la
tangente a la courbe C au point (-3,4,5).

¢) En donnant une paramétrisation globale de la courbe, donnez des équations pa-
ramétriques de la courbe C au point (—3,4,5).

d) Assurezvous que les équations obtenues dans b) et c) représentent la méme droite.

. x=Rcos(t)
a) Donnez une paramétrisation de la courbe ) OUR>0et0=<t<2m,
¥ = Rsin(?)

qui fait que le parametre représente la longueur de I’arc de courbe mésuré a partir
du point (R, 0).
X = cos(21)
b) Donnez une paramétrisation de la courbe { y=sin(2¢) ou ¢ = 0, qui fait que
z=1
le parametre représente la logueur de I'arc de courbe mesuré a partir du point
(1,0,0).

Calculez les longeurs d’arc suivants :

x=cos3(f)
a) . 3 oul0=str=2n
y =sin°(1)
X =cos(2t)
b) y=sin(2t) oul0=st=nm
z=1

Associez les surfaces suivantes données avec des équations paramétriques a), b) et ¢)
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2.5. Exercices Chapitre 2. Fonctions vectorielles

a) F(u,v)=Qu-3v+5)i+uj+vk
b) 7(u,v) = ucos(v)i+usin(v) j+uk

©) 7(u,v)=ucos(v)i+ u2f+ usin(v) k

aleurs équations cartésiennes 1), 2) et 3)
1) Paraboloide circulaire y = x% + Z2

2) Planx—-2y+3z=5

3) Coéne z% = x* + 2

19. Donnez des équations paramétriques de la sphere x? + y? + z2 = 9.

20. Donnez deux fagons de paramétriser la paraboloide z = 1 + x? + 2.
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Chapitre 3

Dérivation

3.1 Dérivées partielles

Pour une fonction de deux variables f(x,y), nous noterons par S le graphe de f et par
Moy (x0, yo, 20) avec zp = f(xo, yo) un point de S.
Lorsqu’on coupe la surface z = f(x, y) par le plan y = y;, on obtient la courbe C; d’équa-
tions paramétriques

X=Xo+1

Yy=Yo

z=f(xo+1,y0) = g(1)
Notons que le point M correspond a la valeur de t = 0.

FIGURE 3.1 — Courbe C; = coupe de la surface par un plan paralléle au plan xz

xX=1
Un vecteur tangent a la courbe C; au point My est{ j' =0

Z/:g/(o)
Ona:
ron 1. &) —g(0)
{0 = i EES
T f(x0+h,)/0)—f(x0,y0)
=lim
h—0 h

Ce taux de variation est dit dérivée partielle de f par rapport a x au point (xp, o) et noté

0
a—];(xo,yo) ou f(xo, ¥o)-
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3.1. Dérivées partielles Chapitre 3. Dérivation

Un vecteur tangent a la courbe C; au point M, est donc (1, 0, f1(xo, y())).

De la méme facon, si on coupe la surface z = f(x, y) par le plan x = xj, on obtient la courbe
C, d’équations paramétriques

X =X
Yy=yott
z= f(x0,yo+ 1) =h()

Notons que le point M correspond a la valeur de t = 0.

z

1)
.
/

/
i

!

& - -

.‘____

I

: Yo

- Yy
-
o

FIGURE 3.2 — Courbe C;= coupe de la surface par un plan paralléle au plan yz

x=0
Un vecteur tangent a la courbe C, au point My est{ y' =1
Zz'=h'(0))
Ona:
h(k)-h(0
1) = lim 20— ©
k—0 k
’ + k - ’
— lim f (x0, Y0+ k) = f (%0, ¥o)
k—0 k

Ce taux de variation est dit dérivée partielle de f par rapport a y au point (xo, yp) et noté
0
6;§(x0) J’O) ou f_)i(x()) J’O)

Un vecteur tangent a la courbe C, au point M, est donc (0, 1, fy’(xo, yo)).

Remarque : Si on considere la courbe C; comme une courbe plane (elle est dans le plan
¥ = Yo qui est parallele au plan xz), le nombre f}(xo,yo) est la pente de cette courbe. De

méme, le nombre fJZ(xO, ¥o) estla pente de la courbe plane C;.

En général, on définit :

of . flx+hy)-f(xy) of . flxy+h)-f(xy)
oy ) = Jim n et 5,y =lm n

. . . 0z 0z
On utilise aussi les notations — et —.
0x 0y
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Chapitre 3. Dérivation 3.1. Dérivées partielles

On définit de la méme facon les dérivées partielles des fonctions de plus de deux variables.

On voit bien que lorsqu’on dérive, par exemple, par rapport a la variable x, y ne varie pas.
On peut alors utiliser toutes les regles de dérivation d'une fonction d'une variable pour cal-
culer la dérivée par rapport a une variable en considérant la ou les autres variables (lorsqu’il

s’agit de fonctions de plus de deux variables) comme constantes.

Question : Calculez les dérivées partielles de f(x,y) = x*y + ycosx + xe? + x*> —4y + 1.

Solution :

fi(x,y) =2xy—ysinx+e’ +2x
fy(x,y) = x* +cosx+xe’ —4

La notion de différentiabiilié d'une fonction f n’est pas traitée dans ce cours. Cependant
lorsque les dérivées partielles existent et sont continues, la fonction est différentiable.
On supposera dans toute la suite que les fonctions considérées admettent des dérivées par-

tielles continues.
Dérivées d’ordre supérieur

Siles dérivées partielles fy et f; ont des dérivées partielles (f})%, (fy)}, (f})} et (f})), alors

ces dérivées sont dites dérivées secondes partielles de f. Les notations utilisées sont :

(f/)/_ Il_ig)_az_f—&
VxS g ox” 0x2 0x?
(f/)l_ /l_i g)_ azf _ azz
YOI gy tax’ 0ydx  dydx
T TN R S i
XAy 9x oy 0xdy  0xdy
(f/)/: //:i a_f):az_fzaz_z
y'y Yy ay ay 6y2 ay2

Les deux dérivées secondes mixtes fy), et f}'. sont égales pour un grand nombre de fonc-

tions. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Théoreme (Clairaut - Schwarz). Si une fonction f est définie dans un disque ouvert D et si

les dérivées fy et f)); sont continues dans D, alors fy, = f). dans D.

Question : Calculez les dérivées secondes mixtes de la fonction f(x,y) = x?y + ycos(x) +
xeV +x?—4y+1.
Solution :
Ona:
filx,y)=2xy—ysinx+e¥ +2x.

Si on dérive f;(x, y) par rapport a y, on obtient
f;’y(x, y) =2x—sinx+e’.
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3.2. Plan tangent au graphe d’une fonction. Chapitre 3. Dérivation

Ona:

fy(x,y) = x* +cosx+xe’ —4

Si on dérive fJﬁ (x, y) par rapport a x, on obtient
Jﬁ’x(x,y) =2x—sinx+e”.

Les deux dérivées mixtes sont égales.

On peut définir les dérivées d’ordre supérieur comme par exemple :

0 Of _ 0f
0xdy”  0x20y’

e = U= 3

3.2 Plan tangent au graphe d’'une fonction.

Le plan tangent au point My = (X, y0, 20) Ol 2o = f (X0, yo) estle plan qui contient les droites

tangentes 717 et T».

FIGURE 3.3 — Plan tangent a la surface z = f(x, y) au point Mj.
Cherchons I'équation du plan tangent a la surface au point M

Un vecteur normal au plan tangent est le produit vectoriel des vecteurs tangents V; = (1,0, f.(xo, y0))
et V2 = (0,1, f; (X0, ¥0)).-

=T A Va=(1,0,fi(x0, y0)) A (0,1, f;(x0, ¥0)) = (= f{ (X0, ¥0), = f; (X0, ¥0), 1)

On cherche alors’équation du plan passant par M, et normal au vecteur (- f; )é (X0, Y0), — [ Jﬁ (x0,¥0), 1)

et on obtient :

— fr(x0, Y0).(x — Xxo) —fJf(XO,J/o)-(y—J/o) +1.(z= f(x0,¥0)) =0,

qu'on écrit :

z= f(x0, y0) + f1 (X0, ¥0).(x = Xo) + f; (X0, ¥0).(¥ = ¥0).
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Chapitre 3. Dérivation 3.2. Plan tangent au graphe d’'une fonction.

Question : Donnez le plan tangent a la surface z = x>y + y + x — 1 au point (1,1,2).
Réponse :

On utilise la formule
z=f1, D+ fi(L1D.(x=D+ f;(1,1.(y - D.
Comme fy(x,y) =2xy+1et f,(x,y) = x%+1,ilen découle f1(1,1) =3 et fy(1,1) =2 etcomme
f(1,1) =2, 'équation du plan tangent est
z2=2+3x-1D+2(y—-1)
qu’on écrit
z2=3x+2y-3.
Différentielle

Le plan tangent en un point (xo, yo, f (X0, ¥0)) donne une approximation de la fonction f
dans un voisiange de (xp, yo) (un voisinage de (xo, o) est un sous ensemble du plan qui
contient un disque ouvert contenant le point (xg, yo)). Plus précisement,

F G, ) = f(x0, yo) + f1 (X0, ¥0).(x = Xo) + f; (X0, ¥0).(¥ = Y0)
lorsque (x, y) est dans un voisinage de (xo, yo).
Ce second membre est dit linéarisation de f. On peut aussi écrire

F G, ) = f(x0, ¥0) = f1 (X0, ¥0).(x = Xo) + f; (X0, ¥0).(¥ = Y0)

lorsque (x, y) est dans un voisinage de (xo, yo).
Pour une fonction différentiable z = f(x, y), la différentielle au point (x, y) est définie par :

dz= fy(x,y)dx+ fy(x, y)dy

ol dx et dy sont des variables indépendantes.

Notons par Az = f(x,y) — f(x0,Y0), Ax=x—Xxpet Ay=y—yy.OnaAz=dzoudzestla
différentielle de f en (xo, yo) et ou les valeurs Ax et Ay sont affectées aux variables dx et dy.

Question : Donnez la différentielle de f(x,y) = x> + xy + y* et calculez dz et Az si x passe
de2a2.04 etsi ypassedela0.98.

Réponse :

Lidée est de calculer f(2.04,0.98) a partir de f(2,1) (qui est facile a calculer) et de la linéa-
risation de f au voisinage du point (2,1). Af = f(2.04,0.98) — f(2,1) = d f et f(2.04,0.98) =
f@2,1)+df Oncalcule d f en (x, y) = (2,1) et en affectant respectivement aux variables dx
et dy les valeurs .04 et -0.02.

on calcule les dérivées premieres au point (2,1) et on obtient f}(2,1) =5 et fJ’, (2,1)=4eton
obtient d f = 5(0.04) + 4(—0.02) = 0.12. Comme f(2,1) =7, on obtient f(2.04,0.98) = 7.12
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3.3. Dérivation des fonctions composées ou regle de la chaine Chapitre 3. Dérivation

3.3 Dérivation des fonctions composées ou regle de la chaine

Casl:

Supposons qu’'une fonction f(x, y) représente la température d'une plaque plane. Suppo-
sons qu’on veuille calculer la variation de la température sur une courbe donnée par des
x=g(1)

y="h(®
Une facon simple de faire est de remplacer x et y dans la fonction f lorsque cette derniére

équations paramétriques : {

est connue, on obtient ainsi une fonction d'une variable  qu’on dérive par rapport a t. Ce-
pendant, il y a des situations ol f est inconnue, mais out on veut trouver une relation qui
donne d—j Cette situation intervient en théorie, par exemple pour montrer que le gradient
d’'une fonction est perpendiculaire aux courbes de niveau dans le cas d'une fonction de

deux variables et aux surfaces de niveau pour une fonction de trois variables.

Pour se rappeler de la formule de la dérivation des fonctions composées, voir le diagramme

ci-dessous.

FIGURE 3.4 — Regle de la chaine Cas 1 a)

Laregle de la chaine dans cette situation est

dz_@zdx+0zdy
dt O0xdt dydt

On multiplie les dérivées de chaque chemin et on les additionne.

Remarque :. Si on a une fonction de trois variables w = f(x, y, z) et une courbe dans 'es-

pace, on aura trois chemins et donc :

dw_6wdx+6wdy+6wdz
dt 0x dt 0dydt 0zdt
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Chapitre 3. Dérivation 3.3. Dérivation des fonctions composées ou régle de la chaine

w= f(z,y,z)

FIGURE 3.5 - Regle de la chaine Cas 1 b)

Cas?2:

On considére une fonction z = f(x,y) et supposons que x = g(s,t) et y = h(s,t) et qu'on
. . . Z z <. . .
veuille trouver une relation qui donne 3 et 3 Ce cas est trés important dans la situation

S
ol on fait des changements de coordonnées comme lorsqu’on passe des coordonnées x et

y aux coordonnées polaires r et 6.

dx

z=f(z,y)

dy
ot

FIGURE 3.6 — Regle de la chaine

Lorsqu’on dérive par rapport a s par exemple, on considére  comme une constante et donc

z
pour calculer —, on ne considére que les chemins allant de s a z et on obtient
0z 0z0x+ 0z 0y
ds 0xds 0y 0ds
On inverse les roles de s et ¢ et on obtient

0z _0z0x 020y
at 0xadt Ay ot
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3.3. Dérivation des fonctions composées ou regle de la chaine Chapitre 3. Dérivation

Application : On cherche a trouver une fonction z = f(x, y) qui est solution de I'’équation

0z 0z _

——-x—=0.
yax xdy

Pour cela, nous allons effectuer un changement de coordonnées afin d’obtenir une équa-

tion plus facile a résoudre. Les coordonnées que nous allons utiliser sont les coordonnées

polaires. On pose alors x = rcosf et y = rsin6.

dxr

z= f(z,y)

dy
o

FIGURE 3.7 — Regle de la chaine

On obtient :

0z _0z0x 00y
or 0xOdr dyor

0z _0z0x 0z0y
00 9x00 dyo0

Comme x=rcosf et y=rsinf,ona:

0x oy .

3 =cosf E-sm@
0 0
—x:—rsine —y:rcose.

00
On obtient :
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% = 0039% +sin90—z
or 0x oy

% = —rsin@a—z + rcose%
06 ox dy’

). . , ) 0z 0z . . 0z 0z
L'équation qu’on veut résoudre ya - xa—y = 0 devient alors r s1nea -r cosBa—y

Cette derniere équation n’est autre que

=0.

—% =0 ou a_z =0
00 00
On cherche donc une fonction dont la dérivée partielle par rapport a 6 est nulle. Par consé-
quent cette fonction ne dépend que de r et on peut I'écrire z = g(r). Comme r = \/x% + 2,

les solutions sont de la forme z = g(y/x? + y?). Un exemple de solution serait par exemple

2 2 2
z=r*+e" +1=(x*+yH+e" TV +1

3.4 Dérivation implicite

Sous certaines conditions, une équation f(x, y) = 0 définit implicitement y comme fonc-
tion de x (en général localement). On veut calculer la dérivée de y par rapport a x. Cette
situation est rencontrée losqu’on cherche la tangente a une courbe plane f(x, y) =0.

On utilise le diagramme suivant :

flz.y)

On cherche

FIGURE 3.8 — Dérivation implicite

d
Comme f(x,y)=0,0ona P [f(x,y)] =0. En utilisant la la régle de la chaine, on a:

%ﬂ_’_gﬂ—o
dxdx Odydx
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3.4. Dérivation implicite Chapitre 3. Dérivation

of ofdy
—_ —— =0
0x " 0y dx

/ _
fx+ ya—o.

La formule de dérivation implicite est

y__ &
dx  fy

Remarque : Ceci est valable pour une courbe f(x,y) = ¢ (courbe de de f), car on peut

I'écrire f(x,y)—c =0 et dériver la constante ¢ n'amene aucune contribution.

d
Question : Calculez d_y six>+y?=1.
x

Réponse :
d 2
En posant f(x,y) = x>+ y? ou f(x,y) = x>+ y*—1,0ona d_y = _2_x = 2 et ceci est valable
X y

lorsque y # 0. Cette condition exclut les points (1,0) et (—1,0) du cercle unité ol1 la tangente

est verticale.

Sous certaines conditions, une équation F(x, y, z) = 0 définit implicitement z comme fonc-

. 0z . o
tion de x et y. Pour calculer 35 O suppose y constant et en utilisant un argument similaire
X
au cas précédent, on obtient

0z  Fy
dx  F.
De la méme facon, on a
0z _ FJ’/
ay F,
) 0z 0z . . 3 3
Question : Donnez 6_ et 6_ aupoint (1,1,1)siz° —xy+xz+x°-2=0.
X y

Réponse :
On pose F(x,y,z) = 25— xy+xz+ x> —2 =0 et on sait que :

0z Fux,y2)  -y+z+3x* y-z-3x*
ox  Fl(x,y) 3z22+x  3z2%+x
0z Fy(xy2 -X x

dy  Flx,y)  32%+x T332+ x

En remplacant par (1,1,1), on obtient

0z _ -3
ox 4
6z 1
dy 4



Chapitre 3. Dérivation 3.5. Dérivée directionnelle et gradient

3.5 Dérivée directionnelle et gradient

Pour une fonction de deux variables f(x,y), nous noterons par S le graphe de f et par
My (x0, y0, 20) avec zg = f(xg, yo) un point de S. On note par i = ai + bf' un vecteur unitaire.
Nous allons définir la dérivée directionnelle de f en (xo, yo) dans la direction du vecteur ii.

Pour définir la dérivée partielle en x, on a coupé la surface par le plan vertical y = yp qui est
le plan vertical contenant la droite du plan xy passant par (xo, yp) et parallele au vecteur i.
Pour définir la dérivée partielle en y, on a coupé la surface par le plan vertical x = xy qui est
le plan vertical contenant la droite du plan xy passant par (xg, yo) et parallele au vecteur ;.
Si maintenant, on coupe la surface par le plan vertical qui contient la droite du plan xy
passant par(xy, yo) et parallele au vecteur #, on obtient une courbe C. On se demande alors :
comment trouver un vecteur tangent a cette courbe en My (xo, yo, zo) ? Quelle est sa pente si

on la considére comme une courbe plane?

Lorsqu’on coupe la surface z = f(x, y) par le plan vertical contenant la droite du plan xy qui
passe par le point (xg, yp) et qui est paralléle au vecteur i, on obtient la courbe C d’équa-
tions paramétriques :

X=xo+at

¥y=Yyo+Dbt

z=f(xo+at,yo+bt)=g(t)

Notons que le point M, correspond a la valeur de ¢ = 0.

FIGURE 3.9 — Courbe C= coupe de la surface par le plan vertical qui contient la droite du

plan xy passant par (xg, yo) et parallele a ii.

x'=a
Un vecteur tangent a la courbe C au point My est{ y' =b
7 = g’(O)
ona
¢ =1lim 8P 80
h—0
~lim f(x0+ah,yo +hbh) - f (%0, y0) .
h—0
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3.5. Dérivée directionnelle et gradient Chapitre 3. Dérivation

Ce taux de variation est dit dérivée directionnelle de f au point (xo, yp) dans la direction du

- 2 /
vecteur U et noté fﬂ (X0, Yo) .
Un vecteur tangent a la courbe C au point M, est donc (a, b, fé(xo» yo)).

Remarque: Si, on consideére la courbe C comme une courbe plane, le nombre fui (X0, Yo) est
la pente de cette courbe.

Remarque : Les dérivées partielles par rapport a x et a y sont respectivement les dérivées

dans les directions de 7 et de j.
Calcul de la dérivée directionnelle

I a été démontré que la dérivée dans la direction du vecteur unitaire # = ai + bj est une

moyenne pondérée des dérivées partielles en x et en y. Plus précisement, on a:

fioy) = afi(x, )+ bf,(x,y)

Remarque : Une direction n’est pas toujours donnée par un vecteur unitaire. Pour faire les
calculs, pensez a rendre unitaire le vecteur de direction donné.

Question : Calculez la dérivée directionnelle de f(x,y) = x2 y+x y2 —2x+1aupoint (-1,1)
dans la direction du vecteur i — 2]

Réponse :

La norme du vecteur de direction est \/m = /5. Le vecteur unitaire de direction

- 2 o
est —i——=j.On calcule les dérivées partielles, on les évalue au point (—1, 1) et on obtient
V5 VB

fi(-=1,1)=-3et fJf(—l, 1) = —1. la dérivée directionnelle est :

2| &

1 2 1
— (3 + (——=)(-1)=——==—

La formule de la dérivée directionnelle peut s’écrire comme un produit scalaire
Fi6y) = afi(x, ) + b (x, ) = (frlx, Wi+ fy(x, ) ) - (ai+ b))

Le vecteur f.(x, )i + [y, y)] est dit gradient de f et on le note Vf.

Onécrit f, =Vf-liouii= ai + bj estle vecteur de direction unitaire.

En trois dimensions, la dérivée directionnelle de f(x, y, z) dans la direction du vecteur uni-

taire i = ai + bj + ck est donnée par

fix,y,2) = afy(x,y,2+bf,(x,y, 2 +cf1(x,y,2) = (fy(x, ), z)z?+f)£(x, 1,2+ f1(x, v, 2k)-(ai+b]+ck)
Le vecteur f.(x, ,2)i + &y, 2)] + fl(x,y, 2)k est dit gradient de f et on le note V f.

On écrit fbit =Vf-liouii=ai+bj+ ck est le vecteur de direction unitaire.
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Question : Calculez la dérivée directionnelle de f(x, y,z) = x4+ y3 +z3—x yzaupoint (1,0,1)
dans la direction du vecteur i — 2f+ k.

Réponse :

La norme du vecteur de direction est 1/(1)2 + (-2)2 + (1)2 = /6. On simplifie les notations

2
en écrivant le vecteur unitaire de direction (— —). On calculle le vecteur gradient,

\/_\/_\/_

on I’évalue au point (1,0, 1) et on obtient (fx( 1, 0 1), - fy( 1 0,1), fz(l 0,1))=(3,-1,3).La

dérivée directionnelle est le produit scalaire de (— —)etde (3,-1,3), ce quidonne

\/_\/_\/_

1 2 1
—)3)+(——=)-D+(—=)3)=—

Dérivées directionnelles maximale et minimale

Soit f une fonction de deux ou trois variables et 6 I’angle que fait le vecteur unitaire i avec

V f si ce dernier n’est pas nul au point considéré. En tenant compte de ||ii|| =1, on a:

fz=Vf-u=1IVfllllill cosd = |V f]lcosO

On en conclut que :

o La dérivée directionnelle maximale en un point M du plan ou de 'espace est ||V f(M)]|
et elle est atteinte lorsque cosf =1 ou € = 0. Ceci implique que le vecteur il est de méme
direction et de méme sens que le gradient de f en M. On dit que la dérivée direction-
nelle en M est maximale dans la direction du vecteur V f (M) et sa grandeur maximale est
IVFM)II.

o Ladérivée directionnelle minimale en M est —||V f(M)]|| et elle est atteinte lorsque cosO =
—1 ou 8 = 7. Ceci implique que le vecteur il est de méme direction mais de sens contraire
que le gradient de f en M. On dit que la dérivée directionnelle en M est minimale dans

la direction —V f (M) et sa grandeur minimale est —||V f(M)]].

Propriété géométrique du gradient

On considere une courbe de niveau f(x, y) = ¢ d'une fonction de deux variables. Supposons

, . . i x = x(1)
gu’'on a des équations paramétriques de cette courbe sous la forme .On a alors

y=y@)
f(x(1), y(1)) = c et si on dérive cette expression en tenant compte de la regle de la chaine,

on obtient :

XD+ fY (=0 ou (fii+f)-XWi+y @)=
On rappelle que le vecteur r (H=x'(» i+ y (t)fest un vecteur tangent a la courbe et comme
son produit scalaire avec le vecteur gradient est nul, il s’en suit que le gradient (s’il n’est pas
nul) est perpendiculaire a la courbe de niveau de f.
1
Dans l'illustration ci-dessous, f(x,y) =6— g(x2 + yz) et la courbe de niveau f(x, y) =1 qui

a pour équation x? + y? = 25 est le cercle centré a l'origine et de rayon 5.
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3.5. Dérivée directionnelle et gradient Chapitre 3. Dérivation

On cherche un vecteur tangent a la courbe et le gradient de la fonction au point (3,4) du

cercle. Des équations paramétriques du cercle sont

X =5cos(1) L - . -
{ ou 7(t)=>5cos(f)i+5sin(t)j.

y =5sin(z)
; 5 13 .14 >
Le point (3,4) correspond a tp = cos (E) =sin (E)' Les calculs de r'(#p) et V f(3,4) donnent

- 6 8 .
r'(tp) = (-4,3) et Vf(3,4) = (‘g"g) . On vérifie que le produit scalaire de /(%) et de
V f(3,4) est nul, ce qui montre que ces deux vecteurs sont perpendiculaires.

10 4
T
x| r'(ty)
urbe f 1 SN
-
f/ \\
/ V fzo, %)
[ "
: | - i
—10 —5 ."’ 10
\ /
\.\ /f
\\\ ) S/

FIGURE 3.10 — Courbe de niveau et gradient

Ce qu’'on vient de dire s’applique aux surfaces de niveau F(x, y,z) = c. Si 'on prend n’im-
porte quelle courbe réguliére sur la surface, la régle de la chaine montre que le gradient de
F en un point de cette courbe (s'il n’est pas nul) est perpendiculaire au vecteur tangent a
cette courbe en ce point. On en déduit que ce gradient est perpendiculaire au plan tangent
et ceci nous permet de trouver le plan tangent de surfaces plus générales que les graphes

de fonctions de deux variables.
Plan tangent a une surface F(x, y,z) = C

Soit (xg, Y0, 20) un point de la surface. Comme cette surface est une surface de niveau de F,
si VF(xo, 0, 20) est un vecteur non nul, il est perpendiculaire a la surface et donc c’est un
vecteur normal au plan cherché.

Comme V f (xo, Yo, 20) = F;C(XQ,yo,Zo)?-i— FJ’,(xo,yo,zo)]?+ F;(xo,yo,zo)%, I'équation du plan
tangent cherché est

F.(x0, Yo, 20).(x — Xo) + F;(xo,yo, 20)-(y — yo) + FL(x0, Y0, 20)-(z2— 20) = 0

Question: Trouvez1’équation du plan tangent a la surface y2 —2x%+z%+xz=2au point(1,2,—-1).
Réponse :
On applique la formule précédente avec F(x, y, z) = y*—2x*+2z*+xz et (xo, Yo, 20) = (1,2, 1)

et on obtient :

5x—4y+z+4=0
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3.6 Optimisation

3.6.1 Extrémums locaux

Une fonction f(x, y) possede un minimum local en (xp, yo) si on peut trouver un disque
D de rayon non nul centré en (xg, yo) et f(x,y) = f(xo, o) pour tout (x,y) dans D. Une
fonction f(x,y) posséde un maximum local en (xp, yp) si on peut trouver un disque D de

rayon non nul centré en (xo, yp) et f(x, y) < f (xo, o) pour tout (x, y) dans D.
Exemples :

La fonction f(x,y) = X%+ y2 a un minimum local en (0,0) car f(x,y) = 0 = f(0,0) pour
tout (x, y). En réalité, la fonction a ce qu’on appelle un minimum global ou absolu en (0, 0).
Remarquons que les dérivées partielles de f quisont f(x,y) =2x et f}ﬁ(x, y) =2y s’annulent
en (0,0).

La fonction f(x,y) = y2 - x?

n’a ni un maximum local ni un minimum local en (0, 0). Tout
disque centré en (0,0) contient des points du type (x,0) pour lesquels f(x,0) = —x> <0 =
£(0,0) et des points du type (0, y) pour lesquels f(0,y) = y> =0 = £(0,0). Remarquons aussi
dans ce cas que les dérivées partielles s’annulent en (0, 0).

iy

FIGURE 3.11 — Minimum local (et absolu) en (0,0) pour f(x, y) = x> + y?

FIGURE 3.12 — Absence d’extrémum local pour f(x, y) = y* — x?

Un point (xg, yo) est dit point critique pour f si f(xo, yo) =0 et f}ﬂ(xo, ¥Yo) = 0 ou si au moins

une des dérivées partielles n’existe pas en ce point.

Question : Donnez les points critiques de f(x,y) =3xy—x?y — xy°.
Réponse :

(=0 3y—2xy-y*=0
On résout le systéme de deux équations { f)f ou { Y y=Jy

f;=0 3x—x%>-2xy=0
On trouve 4 solutions : (3,0), (1,1), (0,3) et (0,0).
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11 a été démontré que si une fonction f admet un extrémum local en (xy, yo), alors (xo, o)
est un point critique de f.

La réciproque de ce résultat n’est pas vraie comme le montre le point (0,0) pour f(x,y) =

y? — x2.

Test des dérivées secondes

Soit (xo, o), un point critique avec f(xo, yo) =0, f(xo, yo) =0 et

2
D(x9,y0) = f,é’x(xoyJ’o)f;'y(xoyJ/o) - (f;é'y(xo,J/o)) ,alorsona:

Si D(xo, y0) > 0 et f(x0,¥0) >0, f admet un minimum local en (xo, yo).

Si D(xo, yo) > 0 et f;.(xo, o) <0, f admet un maximum local en (xo, yp).

Si D(xo, yo) <0, f n’a pas d’ extrémum local en (xg, yo). On dit que f a un point selle en
(.X(), J’O)-

Si D(xo, yo) =0, ce test est non concluant.

Question :. Donnez les points critiques ainsi que leur nature pour la fonction f(x, y) = 3xy—
x2y—xy2.

Solution :

Les points critiques sont (3,0), (1,1), (0,3) et (0,0) gvoir exemple précédent).

On calcule D(x,y) = f/.(x,y) fy”y(x, y) - ( f;’y(x, y)) et on I'évalue aux points critiques.

D(x,y) = (—=2y)(-2x) — (3—2x—2y)%.

Comme D(1,1) =3 >0 et comme f/,(1,1) = —2 < 0 la fonction admet un maximum local en
1,1).

Comme D(3,0) = -9 <0, la fonction admet un point selle en (3,0).

Comme D(0,3) = -9 <0< 0, la fonction admet un point selle en (0,3).

Comme D(0,0) = -9, la fonction admet un point selle en (0,0).

Remarque : Dans le test des dérivées secondes, la variable x joue le méme réle que y et
donc dans les deux premiéres conclusions, on peut remplacer f;" (xo, o) par f}ﬂ’y(xo, ¥o).

Ceci est facile a voir car ces deux dérivées doivent étre de méme signe lorsque D(xyp, yo) > 0.

3.6.2 Optimisation avec contrainte

Exemple : On cherche le maximum et le minimum de f(x, y) = x%+ y2 sur le cercle (x—2)%+
y2 =1 centré en (2,0) et de rayon 1.
Le cercle en question est la contrainte, car on cherche a optimiser la fonction f tout en

restreignant (x, y) a rester sur le cercle.
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b

L1
&
a ! 1 y

1

FIGURE 3.13 —Illustration de I'’exemple

On voit sur le graphique que le minimum est f(1,0) = 1 et le maximum est f(3,0) =9.

Sur un méme graphique, dessinons quelques courbes de niveau de f etla contrainte g(x, y) =

1 qui aussi une courbe de niveau de la fonction g(x, y) = (x —2) + y°.

e
(

K%/

|
N

courbe
f

L
|

—a |

fai

FIGURE 3.14 — Courbes de niveau et contrainte

Onremarque qu’aux points (1,0) et (3,0), ou la fonction possede des extrémumes, les courbes
de niveaux 1 et 9 sont tangentes a la contrainte. On sait que le gradient V f est perpendi-
culaire aux courbes de niveau de f et Vg est perpendiculaire aux courbes de niveau de g.

Si les courbes sont tangentes en un point alors les deux gradients sont paralléles. Ceci se

traduit par Vf = AVg ou A est un nombre réel.

Pour chercher les points qui pourraient donner les extrémums de f(x, y) sous la contrainte

g(x,y) = c, onrésout le systeme de trois équations a trois inconnues x, y et A
Vf=AVg
g,y =c’
ou
[ y) =gy (x,y)

[ y) =g, (x,y)
glx,y)=c
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Cette méthode est dite méthode de Lagrange et A est dit multiplicateur de Lagrange.

Exemple : On retourne a I’exemple précédent et on résout

2x=2A(x-2)
2y =2y
(x-22+y*=1

Les solutions sont (x,y,A) = (3,0,3) et (x,y,4) = (1,0,—1) et on retouve le point (3,0) qui

donne le maximum f(3,0) =9 et le point (1,0) qui donne le minimum f(1,0) = 1.

Pour chercher les points qui pourraient donner les extrémums de f(x, y, z) sous la contrainte
g(x,y,z) = c (surface de niveau), on résout le systeme de quatre équations a quatre incon-

nues x, y, z et A..

Vf=AVg
gx,p2=c

ou

fx(x, y,2) = A8 (x, y,2)
fJ’,(x, ¥,2) = Ag;,(x, 9, 2)
206, y,2) =g, (x,y,2)
gx,y,29)=c

Question : On cherche le maximum et le minimum de f(x, y, z) = xX2—2x+ y2 —4y+ ZZ—4z
sur la sphere x? + y? + z2 = 36
Solution :

2x-2=A(12x)
2y—4=2A2y)
2z—-4=1A122)

x?+y?+2z2=36

) 1 3
Les solutions sont (x,y,z,1) = (2,4,4,5) et (x,),z,1) = (—2,—4,—2,5). On calcule f aux
points (x, y, z) trouvés. ce qui donne f(2,4,4) =0 et f(—2,—4,—-2) = 72. La valeur maximale

de f sur x? + y* + z? = 36 est 72 et la valeur minimale est 0.
Maximum et minimum sur une région

Soit R une région du plan ou de 'espace. On suppose R fermée (contient sa frontiere) et
bornée (on peut la mettre dans un disque de rayon fini si c’est dans le plan ou dans une
boule de rayon fini si c’est dans ’espace). Si f est continue sur cette région, alors f atteint
son maximum et son minimum sur cette région et ces maximum et minimum ont lieu en
des points critiques de f situés a I'intérieur la région R ou en des points de la frontiere de

la région.
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Pour une fonction de trois variables qui est différentiable, les points critiques sont les points
ol les trois dérivées partielles s’annulent. Il faut donc résoudre un systéme de trois équa-

tions a trois inconnues.

Question : Donnez le maximum et le minimum de f(x, y,z) = x2—2x+ y2 —4y+ z%—4zsur
la boule x? + y? + z° < 36.

Solution :

Le maximum et le minimum de f sur la boule (sphere et son intérieur) ont lieu sur la fron-
tiere (la sphere) ou aux points critiques situés al'intérieur s'il ya lieu. On a vu dans 'exemple
précédent que le maximum sur la sphere est 72 et le maximum est 0. Cherchons les points
critiques de f en résolvant :

fi(x,y,2)=0
fyxy,2=0 .
flx,y,2=0

2x—-2=0
2y—4=0 .
2z—4=0

On obtient un seul point critique (1,2, 2) etil est al’intérieur du domaine car 12422422 =9 <
36. La valeur de f en ce point est f(1,2,2) = —9. Sur la région x> + y? + z? < 36, le maximum
de f est 72 et le minimim est -9.

Optimisation avec deux contraintes

On veut trouver les extrémums d'une fonction f'(x, y, z) sur une courbe qui est!'intersection
de deux surfaces g(x, y, z) = c; et h(x, y, z) = c2. On montre que les points qui pourraient ré-
pondre a cette question doivent vérifier la condition V f = AVg + uVh et doivent se trouver

sur la courbe en question :

Vf=AVg+uVh
g(x»y’z)zcl ’
h(x,y,2)=c;

ou

[, y,2) = Mg (x, y, 2) + ph(x, y, 2)
f)ﬂ(x, ¥,2) = Agg,(x, ¥,2)+ ,uhg,(x, ¥ 2)
| fi(xy2) = A8 (x, . 2) + phi(x, y, 2)
gx,y,2)=q
h(x,y,2)=c2
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3.7

10.

11.

12.

Exercices

. Dessinez des courbes de niveaux des fonctions suivantes et esquissez leurs graphes.

a) flx,y)=5-x*-y?

b) f(x,y)=vVx*>+y?
o f(x,y)=x*-y?

Calculez les dérivées partielles premiéres des fonctions.
50

1+ x2+ y2 + 22

b) f(x,y)=arctan(xy)

a) f(x,y,2)=

. La paraboloide z = 5 — x> — 3y rencontre le plan x = 2 selon une parabole. Donnez

des équations paramétriques de la tangente a cette parabole au point (2,1, -2).
Donnez I'équation du plan tangent au graphe de la fonction au point spécifié.
a) fx,y)=4-2y+y*-2x* , (-1,2,2)

b) fx,y)=x+ysin(x-y) , (3,3,3)

. Donnez les points ot le plan tangent a la surface z = y*> — x3 + 1 est paralléle au plan

3x+y+z=2.
Calculez les dérivées secondes de f(x, y) = x*y? + " et vérifiez que [y = F

Montrez que la fonction u(t,x) = f(x+ at) + g(x — at) ou f et g sont des fonctions
1 2. .11

d’une variable deux fois dérivables satisfait I'équation v}, — a“u, = 0. (équation des
cordes vibrantes.)
Soit z= x>+ y*+xy, x=-cos(t)ety=sin(z).

d
a) En utilisant la regle de la chaine, calculez d—j

b) Y a-t-il une facon de faire la question a) ?

d
. Calculez d_j quand t =0siz = f(x,y), fi(2,-3) = a, fjﬁ(Z,—3) = -5, x = 2cos(?) et

y=-3-2sin(?).

0 0

Calculez 6_Z et é_i lorsque (s, 1) = (1,1) si z = f(x,y), f1(1,3) =2, fJﬂ(l,S) =-3, x=st
s

ety=2s+t.

On consdére w = 2x2 — Xy+ z%, x = e cos(v), y =e"sin(v) et z=e".

0 0
a) En utilisant la regle de la chaine, calculez % et a—b;}

b) Y a-t-il une facon de faire la question a) 2

On considere z = f(x, y), x = rcos(f) et y = rsin(0).

. 0z . z 0z
a) Exprimez — en fonction de — et —.
or 0x Jy

b) Exprimez a_z en fonction de % et %
P 30 ax oy

0z 0z Oz
c) Montrez que —ya + xa = %0

58
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

0z 0z

d) Utilisez les questions précédentes pour donner les solutions de ya— - xa— =0
x y
Léquation xyz + yz? + 2x + y = 1 définit implicitement z comme fonction de x et de
.
) D 0z ) 0z
a) Donnez — et —.
0x Oy

b) Utilisez la question précédente pour trouver I'équation du plan tangent a la sur-

face xyz+ yz? +2x+ y=1au point (-1,1,2).

La relation zcos(xy) + y?e* = 0 définit implicitement z comme fonction de x et de y.

0z

ax

Si g(x,y) = x*+2y? + z? ol1 z est définie implicitement par la relation xe™ + zsin(y) =
og

§
0,d —et—.
onnez ix e 3y

0z
Donnez et@ lorsque x=0, y=—-letz=—1.

Calculez la dérivée de f(x, y) = y>e* +sin(xy) au point (0,3) dans la direction du vec-

teur 37 — 4f

Calculez la dérivée de f(x, y) = xe* au point (1,0) dans la direction du vecteur i+ 3f
64

VI+x2+y2+222

On considere la fonction f(x,y,z) =

a) Calculez la dérivée de f au point (2,—3,1) dans la direction du vecteur 27 — j + k.

b) Y a-t-il une direction dans laquelle la dérivée de f au point (2,—-3,1) est égale a
—52

c) Y a-t-il des directions dans lequelles la dérivée de f au point (2,—3,1) est nulle?

La température en un point (x, y) d'une plaque est donnée par f(x,y) = x3-2x y2 -1.
Dans quelle direction, un insecte qui se trouve au point (-2,1) doit-il se diriger s’il
veut se réchauffer rapidement?

Dans quelle direction la fonction f(x, y,z) = sin(nxyz) croit-elle le plus rapidement

au point (1,2,-1)?

Dans quelle(s) direction(s) la dérivée de f(x,y) = x*> +2y? +sin(xy) au point (1,0)

vaut-elle 12
2 2

la profondeur d’un lac en un point (x, y) est donnée par f(x,y) =300+ 37 ol x

et y sont les coordonnées a la surface du lac dans un systeme de coordonnées choisi.

a) Siune personne se trouve au point (3,2) et se déplace dans la direction de I'origine,

le lac devient-il plus ou moins profond quand la personne commence a bouger?

b) Siune personne se trouve au point (3,2), dans quelle direction doit-elle se diriger
si elle veut aller dans I’eau la moins profonde ? Que vaut alors la dérivée direction-

nelle en ce point?
2 2
La hauteur z d'une montagne est donnée par z = 5000 — 30 60" Si on se trouve au
point (40,30,4965), dans quelle direction doit-on se diriger pour descendre rapide-
ment?
On considere la fonction f(x,y) =5—x% —2y2.

59



3.7. Exercices Chapitre 3. Dérivation

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

a) Donnez un vecteur perpendiculaire a la courbe de niveau f(x,y) = 2 au point
(1,1).

b) Donnez un vecteur perpendiculaire a la surface z = f(x, y) au point (1, 1, 2).

On considere le cone d’équation z? = x? + 2.

a) Donnezl’équation du plan tangent au cone au point (-5,12,13).

b) Donnez des équations paramétriques de la droite normale au cone au point (-5,12,13).

a) Donnez I'équation du plan tangent a la surface S; : z = x*> + y? au point (-2,1,5).

b) Donnezl’équation du plan tangent ala surface S, : x+2y—z = =5 aupoint (-2, 1,5).

Que remarquez vous?

c) En utilisant les questions a) et b), donnez des équations paramétriques de la tan-
gente a la courbe intersection des surfaces S; et Sy au point (-2,1,5). (Chercher
un vecteur parallele a la tangente)

a) Donnez I'équation du plan tangent a la surface S; : x* +2y? + z% = 10 au point
(2,1,2).

b) Donnezl’équation du plan tangent a la surface S, : x*+y*—z% = 1 au point (2, 1,2).

¢) Enutilisant les questions a) et b) et la fonction résoudre de votre calculatrice, don-
nez des équations paramétriques de la tangente a la courbe intersection des sur-

faces S; et Sy au point (2,1, 2).
Donnez les points critiques et déterminer leur nature.
a) f(x,y) :3xy2 +x3 —3x2 —3y2 +5
b) f(x,y) :x4+2x2+y3—3y+1
o flx,y)= x3 - 12xy+3y2 -1
d) fx,y)=02+yHe™
e) f(x,y)=x3+y3+3xy-1
Vérifiez que la fonction f(x, y) = y2 —4 yx3 +3 y6 aun point critique qui est (0,0) mais

le test des dérivées secondes n’est pas concluant. Considérez la restriction de la fonc-
tion 2 la courbe (0, 1) et sa restriction a la courbe (¢, £3) et concluez.

Donnez la valeur maximale et la valeur minimale de f(x,y) = 2x3 — y3 sur le cercle
?+y?=1.

Donnez la valeur maximale et la valeur minimale de f(x,y) = x? + 4y sur la courbe
x> +2 y2 =1.

2
x
Donnez la valeur maximale et la valeur minimale de f(x,y) = xy sur la courbe r +

y2

1—6 =
Donnez la valeur maximale et la valeur minimale de f(x, y) = 9x%—y?+1 surla courbe
9x% + 3 = 36.

1.

a) Donnez le maximum et le minimum de f(x, ,z) = xyz sur la sphére x? + y? + z° =

R? ol1 R est un nombre réel positif.
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

b) Déduire de la question a) le volume de la boite qu’on peut mettre dans une sphere

de rayon R et dont le volume est maximal.
a) Donnez le maximum et le minimum de f(x, y) = e™* sur 'ellipse X%+ 2y2 =1.
b) Donnez le maximum et le minimum de f(x, y) = e~*Y dans la région x> +2y? < 1.
a) Donnez le maximum et le minimum de f(x, y) = x2+ y2 —2x—4y+1surle cercle
2 +y?=9.
b) Donnezle maximum etle minimum de f(x, y) = x>+ y?>—2x—4y+1 dans le disque
2 +y*<9.
Donnez le point du plan x + y + z = 1 le plus proche de 'origine. (Vous pouvez aussi
trouver ce point de facon géométrique)
Le plan x + y + z = 1 rencontre le cylindre x?> + y? = 1 selon une courbe qui est une
ellipse. Donnez les points de cette ellipse qui sont les plus proches et les plus éloignés
de I'origine.

Trouvez les points de la sphere unité de ’espace dont les sommes des coordonnées

sont extrémales.

+2y

———— surlacourbe
4+ x% +4y?

Donnez le minimum et le maximum de la fonction f(x, y) =

x*+4y* =8,
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Solutions des exercices

Chapitre 1

1.

S e W N

10.

11.

12.

13.

la distance de A a B est v/ 14, la distance de A a C est 2v/14 et la diatance de B a C est
3V14. Une distance est la somme des deux autres. Les points sont donc alignés.

C(x-D2+(y-22+(z+4)?%=16
. (Xx—4)2+(y+5)2+(z-8)%=9
. La distance est |z|.

. La distance est \/x2 + y2.

. a) Droite verticale dans le plan qui passe par le point (2,0).

b) Plan horizontal dans I’espace qui contient le point (0,0, 2).

c) Cercle dans le plan qui est centré a I'origine et de rayon 1.

d) Cylindre dont I'axe est’axe des z et de rayon 1.

e) Hémisphere (Demi sphere supérieure centrée a I'origine et de rayon 1).

f) Cercle dans 'espace centré en (0,0,2), de rayon 1 et situé dans le plan horizontal

z=2.

g) Sphere centrée al’origine et de rayon 2.

. 3-20=-3(—11]+16K, il = v1det|i— 7| =69

V7 V7
.a=—oua=———

3 3
.—bf+af

a) —4i+2j-4k

b) (_2;1)_4)
a u-v=3
b) i-v=-10

Siti=xi+yj+zk, alors
i-l=xx+yy+zz=x>+y*+2z*=il?

a) cos™!|- L\/i
26

b) cos™} ﬂ
209
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Solutions

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

a) 5i-57]
b) —2i+4j-2k

1 1 1
Le vecteur qui joint les milieux est - — —#i = = (¥ — ii). Ce vecteur est donc parallele

a (U — u) et sa grandeur est la moitié de celle de (U — ii).

5]
1
4
<L

FIGURE 3.15 — Visualisation

a) a=-6
b) a<-6
Cc) a= 4
3
a) cos(a) = L cos(f) = L cos(y) = S
vVa?+b?+c? vVa?+b?+c? vVa?+b?+c?
b)

- a - b -> C -
u=\/a2+b2+cz( i+ j+ k
Va2 +b?>+c2  Va?+b>+c2” Va?+b*>+c2

= |l (cos(a) i+cos(B) j +cos(y) l_é)

c)

cos?(a) + cos® (B)+ cos? 6]

a 2 ( b )2 ( c
= + +
(\/a2+b2+c2) VaZ+b2+c2 Va2 + b2 +c2

A+ b+
S at+ b2+ c?
=1
. . 2 1 2
d) Les cosinus directeurs sont —, —— et —
3 3 3
L 5V2 ., V2.
U=—e——
2 2
a) GAD=10k
b) GAT=10i+10j+10k
i 30sin(30°) )
Laire estT =7.5cm
v33
a) T =2.8723
v33
b) —— =1.0667
V29
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Solutions

22.

23.
24.

25.

26.

27.
28.

29.

30.

31.

32.

Sii#0,0onaliinil = |#lllilsin0 = 0 et donc ii A ii = 0. Comme on a définit le

produit vectoriel comme étant le vecteur nul si I'un des vecteurs est nul, on a aussi
0A0=0.

(7/\ 7) A f: Oetin (7/\ f) = —f. Le produit vectoriel n’est pas associatif.

a)

b)

a)

b)

c)

b)
c)
d)

a)

b)

b)
a)
b)
c)
d)
e)

a)

W & —c—

Faux. Par exemple, si on prend deux mutiples distincts de #, le produit vectoriel

de chacun d’eux avec u est nul.

Faux. Par exemple, si on prend deux vecteurs distincts mais orthogonaux a i, le
produit scalaire de chacun d’eux avec i est nul.

x=1+2¢t
) o4t ) x-1 y-2 z+1
= e = =
Y 2 1 5
z=—-1-5¢
x=4-T7t
x—-4 y z-1
3 y=2t et —===—"—
-7 2 4
z=1+4t
x=-1+4+3¢
x+1 y-2 z-3
1 y:2—t et = =
3 -1 7
z=3+7t
x=3-3t
y=-2+2t
z=4-4¢
_y+2 z-1
-5 4
(_3)0v4)
V6
NG
A(-2,-2,5)

Le point (1, -4, 3) vérifie les équations paramétriques (résoudre pour trouver ¢ = 2)
et comme les deux vecteurs de direction sont paralléles, il s’agit donc de la méme
droite.

Non.

droites paralléles (distinctes).

Non paralléles et sans point commun.
3x-2y—-6z=-25
33x+35y—-23z=109

3x—y+7z=34

11x+y+4z=21

19x-10y -4z =27

La droite D est parallele au plan P.
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Solutions

b) 2x+3y—-2z=9
33. 19x-6y—-7z=-15
34. a) (-11,-6,0)

b) -10i-6j—k

x=-11-10¢
c) 4 y=—-6-6t¢
z=—t

d) On résout le systeme de deux équations en posant par exemple z = 0 et on ob-
tient (—11,-6,0) et si on fait la méme chose a en posant z = 1, on obtient le point
(=1,0,1). On cherche alors des équations paramétriques de la droite passant par
les deux points trouvés.

e) On utilise un outil de cacul symbolique pour résoudre un systéeme de deux équa-

tions a 3 inconnues x, y et z et on aura des équations paramétriques de la droite.
35. 3x+2y+5z=36.
36. a) Parexemple2x—-5y+3z=10.
b) Par exemple2x—y—-3z=9.

x=-1-t¢
37. y=1+2t
z=3-1
38. a) On a vu que la distance d'un point C a la droite passant par deux points A et B
ACANAB —
est donnée par Q Comme AB = kii, la formule de la distance devient
IAB]|
IkIIAC A Tl IIAC A 1l
[kl Izl

b) Les vecteurs de direction des deux droites 27 + 10f— 4ket3i+15 f— 6k sont pa-
- - - 3 . . o
ralleles3i+15j -6k = §(2i+ 10j —4k)).

V1370
0 =37

39. a) i AU est un vecteur pependiculaire aux deux droites et la distance cherchée est

c)

la grandeur de la projection vectorielle du vecteur PQ sur le vecteur & A ¥ qui est
|PQ- (@A V)|
lan ol

b) ~1.5755

22
V195
40. a) 6

4
b) ——
3v/30

Chapitre 2
1. a) Plan contenant le triangle de sommets (4,0, 0), (0,4,0) et (0,0, 2).

65



Solutions

b) Cylindre parabolique.

c¢) Paraboloide.

d) Demi cone de sommet (0,0, 1).

e) Cylindre circulaire infini dont I’axe est 'axe des y et de rayon 2.

2. a) (vV2,2)
4
b) (5,(:05_1 (—§))
5
3. r=4

4. La courbe en coordonnées polaires r = 2cos(0) est un cercle (voir illustration et ex-

plication ci-dessous).

(a) Courbe
r =2cos(6).

FIGURE 3.16 — Courbe en polaires

Remarque : En multipliant par r les deux membres de I’équation, on obtient
r? = 2rcos@ et par suite x* + y? = 2x. Cette derniére équation s'écrit (x —1)*> + y?> = 1

qui dans le plan représente le cercle centré en (1,0) et de rayon 1.

5. a) (\/5,%,—2) , (\/é’%’cos_l(_i))

V6
7 T 5
b) (3\/5’_’5) » (\/E’_’COS_I (_))
4 4 V43
6. r’+z2=4 , p=2
1
7. r=1, p:sin(</)) avec0<¢p<m

8. p? =4pcos¢ ou x? + y? + z? = 4z qu’on peut écrire x> + y? + (z —2)?> = 4. On a alors

une sphere centrée en (0,0,2) et de rayon 2.

9. a) Droite qui passe par le point (—1,1) et parallele au vecteur (2,4). On peut aussi
éliminer ¢ pour avoir y =2x + 3.

b) Parabole x = y* — 1.

c) Onax?+ y2 =9. C’est le cercle centré en (0,0) et de rayon 3.
52 2
d) Ona T + Y qui représente une ellipse.

10. a)
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Solutions

x=2cos(2mt)
FIGURE 3.17 — Courbe
y=2sin(37n¥)

b)
x =cos3(1)
FIGURE 3.18 — Courbe 3
y=sin’(1)
C)
|
i
|
|
x=+/tcos(2t)
FIGURE 3.19 —{ y=+/7sin(2¢) . Cette courbe se trouve sur le demi cone x? + y? = z° et
z=t
z=20
d)
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Solutions

xX=1tcos(2t)
FIGURE 3.20-<{ y=tsin(2f) . Cette courbe se trouve sur le demi cone x>+ y2 =z?
z=1

11. (1,1,-2) et (-3,3,6).

13. a)

b)

14.

15. a)

b)

c)

X =cos(?)
y=/8|cos(t)] avec0<r<2m

z =sin(1)
x=1+t¢
4 y=-1+2t
z=1+t
x=2+4t
{ y=-2mt
z=1+t
x=2cos(?) x=-V3-t
y = 2sin(f) avec0<r<2m, y=1-+3t¢
z=2-2sin(r) z=1+v3¢
_ —\/2(84-12)
- 2
Onrésouten x, y et zeton obtienty y=t¢ etle point (-3,4,5) cor-
V234 +1?)
z=——
2

respond a t =4.

Des équations paramétriques de la tangente a la courbe C au point (-3,4,5) sont

x=-3+-t
3
N y=4+t¢t
2
z=5+=t
5
x=+v17cos(t)
{ y=+v34sin(?) avec 0 < ¢ < 27 et le point (—3,4,5) correspond a t =7 —
z=+/17(1+sin?(1))
. _,.2V34
sin” ' (——).
17

Des équations paramétriques de la tangente a la courbe au point (-3,4,5) sont
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Solutions

x=-3-2v2t

y:4—3\/§t
6v2

z=5—T\/_t

2 2 —-6v2
d) Lesvecteursde direction qu’on peut lire dans les deux équations (5, 1, g) et (—2v/2,-3v?2, T\/_)

sont paralleles.

S
x = Rcos(—=)

16. a) ou 0<s<2nR.
y:Rsin(E)

2
X =cos(—5s)
5

b =sin(—s) ous=0,
) y ) 5
z=—5

V5
17. a) 6

b) 7v5

18. a) correspond a 2)
b) correspond a 3)
c¢) correspond a 1)

x = 3sin(¢) cos(6)

19. { y=3sin(p)sin(@) 0<O0<2met0<¢p=<n
z=3cos(p)

20. Premiere paramétrisation :

xX=u

L y=v u et vréels

z=1+u?+0v?
Deuxiéme paramétrisation :
X =rcos(0)

y=rsin(@) r=0et0<0<2n
z=1+712

Chapitre 3

1. Courbes de niveau et graphes.

a) f(x,y)=5—xz—y2
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Solutions

FIGURE 3.21 - Courbes de niveau de f(x,y) =5— x> — >

T

FIGURE 3.22 — Graphe de la foction f(x,y) =5— x> —y?

b) f(x,y)=vVx%+y?

FIGURE 3.24 — Graphe de f(x, y) = v/x% + y?

o flx,y)=x*-y?
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Solutions

10.

11.

y

-

- -

N

e

,//
~ -~
~ /7
o & %
< fo
x
2 4
_”_,\\
~
.
™~
\\

y e

FIGURE 3.25 — Courbes de niveau de f(x, y) = x> — y?

Wy
GLLIA T,
W ittty Yy

S8
SXBAN

FIGURE 3.26 — Graphe de f(x,y) = x* - y*

100x 100y

- ) filya)=- 1+ 2+ y2 +Z2)2,f§(x,y,z) T T2t y? +Z2)2,fz'(x,y,z) ==
b) fi(x,y,2) = ﬁ, fJﬁ(x,y,z) = m
. Un vecteur tangent est (0,1, fjﬁ(Z, 1)) = (0,1,-6). Des équations paramétriques de la
x=2
tangentesont{ y=1+1¢
z=-2-6¢
.a) z=4x+2y+2
b) z=4x-3y
. (1,—1,1) et (—1,—1,2)
2 4 2'°4
Vo= yre +2y2 iy = x?eV +2x% et [y = =&y+De +4xy
Comme uy, (t,x) = f""(x+at) + g"(x— at) et ull,(t,x) = a® f"' (x + at) + a®g" (x — ap), il
en découle que u// (¢, x) — a?ull.(t,x) = 0.
a) dz = cos?(t) —sin?(1)

dt
b) Enremplacant x et y dans la fonction et en dérivant par rapport a t.

dz

_:10\ t:()

e

0 0
a_j:_4eta—j=—1en(s,t)=(1,1)-

ow 2U 2 .
a) a =2e“*(2cos”(v) —sin(v)cos(v) +1)
Z—IZ = —e?%(2 cos?(v) + 4sin(v) cos(v) — 1)

b) Enremplagant x et y dans la fonction et en dérivant par rapport a u et par rapport

av.
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Solutions

12. .

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.
21.

22.

23.
24.

25.

a)

b)

c)

a)

b)
0z

0x

9z _ cos(@)% + s'n(@)%
or ax oy

6_z = —rsin(@)% + rcos(@)%
00 0x o0y

0 0 0
Comme gz = —rsin(@)—z + rcos(@)—z, x = rcos(0) et y = rsin(f), on en déduit
00 0x oy

0z 0z 0z

a6~ Yax oy

Léquation y 2 — x%% = 0 devient - 2% = 0 et donc & = 0. La foncti
equaton y— —X— = evient —— = (] onc — = U. La Ioncuon z ne
q Yox "oy a0 36

dépend pas donc de 6 mais seulement de r. La solution est z = f(r) et comme

r=v/x2+y2 z= f(v/x2+ y2). Par exemple z = x + y* + cos(x? + y%) — 3¢~ Y
0z yz+2 0z xz+z2+1

0x y(x+22) € oy B y(x+22)

4 5
z=—§x—y+§ ou4x+3y+3z=>5

0z
=—1et$=210rsquex=0,y=—1etz=—1.

0g 0gox N 0g dy N 0gdz 0g N 0g 0z ) 2ze Y
_—= —— _— _—— = —— =2X—
0x O0x0x Oyodx 0z0dx O0x 0z0x sin(y)

0g _0gdx 0gdy 0gdz _Og 0g0z_,  2al-xe”+zcos(y)
0y O0xdy Oydy 0z0y 04y 0z0y sin(y)
12
5
2v10
5
3v6

Vo

b) Non, car la valeur minimale de la dérivée qui est — ||V f(2,-3,1)|| = —V/'17 est supé-

rieur a —5.

¢) Oui, dans toute direction orthogonle a V f(2,—3,1) comme par exemple 37 +2 j ou

3i+47+3k.
5i+47
—2i-j+2k
Dans les directions de fou 47-3 f

2
a) La dérivée directionnelle qui est —

profond.
b) La direction est —i + j et la dérivée directonnelle vaut —v/8.
i+j-2k
a) Vf(1,1)=-2 i— 4f0u simplement i+ 2;.
b) On prend par exemple —f/((1,1)i — S j+k=2i+47+k.

a) On écrit I'équation sous la forme x? + y* — z2 = 0 et on obtient 5x — 12y + 13z = 0.
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est négative, donc le lac devient moins



Solutions

26.

27.

28.

29.

30.
31.
32.
33.

34.

35.

36.

37.

xX=-5+5¢
b) ¢ y=12-12¢
z=13+13¢

a) 4x-2y+z=-5

b) x+2y-z=-5(Remarquez que la surface donnée est un plan et donc elle coincide
avec son plan tangent en tout point.)

x=-2
c) Parexemple{d y=1+¢
z=5+2t

a x+y+z=5
b) 2x+y-2z=1

c) Résolvez le systéme d’équations de deus équations a trois iunconnues x, y et z.

x=-4+4+3t
y=9-4¢
z=t

a) Minimum local en (2,0), maximun local en (0,0) et points selles en (1,1) et en
(1,-1)

b) Minimum local en (0, 1) et point selle en (0, —1)
¢) Minimum local en (8, 16) et point selle en (0, 0)
d) Minimum local en (0,0) et point selle en (2,0)

e) Maximum local en (—1,—1) et point selle en (0,0)

On remarque d’abord que f(0,0) = 0. Si on s’approche de (0,0) selon la courbe (0, 1),
ona f(0,t) = 2+315>0= f(0,0) pout ¢ # 0 et si on s'approche de (0,0) selon la
courbe (t,13), ona f(t,13) =3t 315 =3£5(+'2—~1) <0 = £(0,0) lorsque -1 < t < 1.

la valeur maximale est 2 et la valeur minimale est —2.
la valeur maximale est v/2 et la valeur minimale est —v/2.
la valeur maximale est 6 et la valeur minimale est —6.

la valeur maximale est 37 et la valeur minimale est —35.

3 3
a) Le maximum est %R*Q’ et le minimum est — — R3,

8v/3
b) Le volume maximal est T\/_R?’.

V2 V2
a) Le maximum est eT et le minimum est e_T.
V2 V2
b) Le maximum est eT et le minimum est eiT.

a) Le maximum est 10 + 6+v/5 et le minimum est 10 — 61/5.

b) Le maximum est 10 + 6+v/5 et le minimum est —4.
(1 1 1)
3’3’3
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Solutions

V2

2
38. Lespointsles plus proches sont (1,0,0), (0,1,0) etle pointle plus lointain est (— %, 5 1+

V2).

39. Le maximum est au point (

V3 V3 V3

373 ,—) etle minimum au point (-

V3 V3 V3B
3 3 3

;_?)

1 1
40. Le maximum est f(2,1) = 3 etle minimum est f(-2,-1) = -3
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