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Chapitre 5 : 
Transformations linéaires

• 5.1 Transformations matricielles

• 5.2 Inversibilité d’une transformation

• 5.3 Transformations linéaires



Objectifs d’apprentissage

• Comprendre la correspondance entre les transformations linéaires et les matrices
• Apprendre à reconnaître les transformations linéaires, injectives et surjectives
• Visualiser l’effet géométrique de certaines transformations linéaires

Mots clés : Transformations linéaires, Injectivité, Surjectivité, Inversibilité, 
Transformations matricielles



5.1 Transformations matricielles
On étudie dans ce chapitre certaines fonctions qui transforment des vecteurs en vecteurs et 
découvre leur lien avec les matrices. On débute avec un rappel sur les fonctions.

Une fonction réelle prend un nombre 𝑥 en entrée et le transforme en un nombre 𝑦 en sortie :

𝑓: ℝ → ℝ
𝑥 ↦ 𝑦 = 𝑓(𝑥)

Ex : 𝑓 𝑥 = 3𝑥 − 1

𝑓: ℝ → ℝ
𝑥 ↦ 𝑦 = 3𝑥 − 1
2 ↦ 𝑦 = 5

0 02 5
𝑥 𝑦

𝑓



On peut penser à une matrice 𝐴 comme une fonction qui transforme un vecteur 𝒙 en un vecteur 𝒃

𝐴𝑚 𝑥 𝑛: ℝ𝑛 → ℝ𝑚

𝒙 ↦ 𝒃 = 𝐴𝒙

Exemple :

𝐴3𝑥2 =
1 0
0 1
1 0

ℝ2 → ℝ3

4
2

↦
4
2
4

=
1 0
0 1
1 0

4
2

𝐴



Exemple 1 : 

a) Représentez graphiquement la transformation de quelques 
vecteurs par la matrice suivante :  

𝑅 =
0 1
1 0

b) Décrivez en mots la transformation effectuée par 𝑅.



Transformations

Définitions : Une transformation de ℝ𝒏 vers ℝ𝒎 est une règle qui associe à
chaque vecteur 𝒙 ∈ ℝ𝑛 un vecteur 𝑇(𝒙) ∈ ℝ𝑚.

𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚

𝒙 ↦ 𝑇(𝒙)

On appelle l’image de T le sous-ensemble de ℝ𝒎 qui contient toutes les sorties :

𝐼𝑚 𝑇 = 𝑇 𝒙 ห 𝒙 ∈ ℝ𝑛

Remarque : Transformation, Application et Fonction sont tous synonymes.

Domaine Codomaine

Entrée Sortie (image de x sous T)



Transformations matricielles

Définition : Dans le cas particulier où une transformation est donnée par une
matrice, 𝑇 𝒙 = 𝐴𝒙 , on dit qu’il s’agit d’une transformation matricielle.

Remarques : Si 𝐴𝑚𝑥𝑛 on a alors que

• L’image de 𝑇 est l’espace engendré par les colonnes de 𝐴

𝐼𝑚 𝑇 = 𝐴𝒙 ห𝒙 ∈ ℝ𝑛 = 𝑥1 Ԧ𝑎1 + 𝑥2 Ԧ𝑎2 + ⋯ + 𝑥𝑛 Ԧ𝑎𝑛 ห𝑥𝑖 ∈ ℝ = 𝑐𝑜𝑙 𝐴

• dom 𝑇 = ℝ𝑛 où 𝑛 = nombre de colonnes de 𝐴

• codom 𝑇 = ℝ𝑚 où 𝑚 = nombre de lignes de 𝐴



Remarque : Ce ne sont pas toutes les transformations qui sont matricielles.

Ex : La transformation suivante ne s’exprime pas comme une matrice.

𝑥
𝑦 ⟼

ln(𝑥)

𝑦2



5.2 Inversibilité d’une transformation

Définition : Une transformation 𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 est dite inversible s’il existe une autre 
transformation 𝑇−1: ℝ𝑚 → ℝ𝑛 telle que

𝑇−1 𝑇 𝒙 = 𝒙, ∀ 𝒙 ∈ ℝ𝑛.

On explore dans cette section deux notions qui nous aideront à répondre à la question : 

Quand une transformation est-elle inversible ? 



Injectivité

Définition : Une transformation 𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 est injective si ∀ 𝒃 ∈ ℝ𝑚, il existe

au plus un seul 𝒙 ∈ ℝ𝑛 tel que 𝑇 𝒙 = 𝒃.

De façons équivalentes, 𝑇 est injective si :

• 𝑇 𝒙 = 𝒃 possède 1 ou 0 solution 𝒙

• Chaque entrée 𝒙 donne une sortie 𝒃 différente

• Si 𝑇 𝒖 = 𝑇(𝒗), alors 𝒖 = 𝒗



Non-injectivité

Au contraire, 𝑇 n’est pas injective dès qu’une des propriétés suivantes est vérifiée :

• Il existe un 𝒃 ∈ ℝ𝑚 tel que 𝑇 𝒙 = 𝒃 possède plus d’une solution 𝒙

• Il existe deux entrées avec la même sortie

• Il existe 𝒖 ≠ 𝒗 ∈ ℝ𝑛 tels que 𝑇 𝒖 = 𝑇(𝒗)



Exemple 2 : Déterminez si les transformations suivantes sont injectives.

a) 𝑓: 𝑥 ⟼ 3𝑥 + 1

b) g : 𝑥 ⟼ 𝑥2

c) 𝐴 : 
𝑥
𝑦 ⟼

1 3
2 6

𝑥
𝑦

d) la transformation qui prend les angles et donne la position de la pince du bras robotique

𝑓 ∶
𝜃
𝜙
𝜓

⟼
𝑥
𝑦



Transformations matricielles injectives

Théorème : Soit 𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 une transformation matricielle donnée par la
matrice 𝐴𝑚 𝑥 𝑛. Les énoncés suivants sont équivalents :

1. 𝑇 est injective

2. ∀ 𝒃 ∈ ℝ𝑚, 𝐴𝒙 = 𝒃 possède au plus une solution

3. ∀ 𝒃 ∈ ℝ𝑚, 𝐴𝒙 = 𝒃 possède une solution unique ou est incompatible

4. 𝐴𝒙 = 𝟎 possède seulement la solution triviale

5. Les colonnes de 𝐴 sont linéairements indépendantes

6. 𝐴 possède un pivot dans chaque colonne

7. Im 𝐴 est un sous-espace de dimension 𝑛



Exemple 3 : Déterminez si les transformations matricielles correspondant 
aux matrices suivantes sont injectives.

𝐴 =
1 0
0 1
1 0

𝑃 =
1 0 0
0 1 0
0 0 0

𝐵 =
1
0

0
1

2
2

1
3



Surjectivité

Définition : Une transformation 𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 est surjective si ∀ 𝒃 ∈ ℝ𝑚, il existe

au moins un 𝒙 ∈ ℝ𝑛 tel que 𝑇 𝒙 = 𝒃.

De façons équivalentes, 𝑇 est surjective si :

• Chaque 𝒃 ∈ ℝ𝑚 est la sortie d’au moins une entrée 𝒙 ∈ ℝ𝑛

• L’image correspond au codomaine : Im 𝑇 = ℝ𝑚



Non-surjectivité

Au contraire, 𝑇 n’est pas surjective dès qu’une des propriétés suivantes est vérifiée :

• Il existe un 𝒃 ∈ ℝ𝑚 tel que 𝑇 𝒙 = 𝒃 n’a pas de solution 𝒙

• Il existe un 𝒃 ∈ ℝ𝑚 qui n’est pas la sortie d’aucune entrée

• L’image ne couvre pas tout le codomaine : 𝐼𝑚 𝑇 ⊊ ℝ𝑚



Exemple 4 : Déterminez si les transformations suivantes sont surjectives.

a) 𝑓: 𝑥 ⟼ 3𝑥 + 1

b) g : 𝑥 ⟼ 𝑥2

c) 𝐴 : 
𝑥
𝑦 ⟼

1 3
2 6

𝑥
𝑦

d) la transformation qui prend les angles et donne la position de la pince du bras robotique

𝑓 ∶
𝜃
𝜙
𝜓

⟼
𝑥
𝑦



Transformations matricielles surjectives

Théorème : Soit 𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 une transformation matricielle donnée par la
matrice 𝐴𝑚 𝑥 𝑛. Les énoncés suivants sont équivalents :

1. 𝑇 est surjective

2. 𝐴𝒙 = 𝒃 est compatible ∀ 𝒃 ∈ ℝ𝑚

3. 𝐴𝒙 = 𝒃 possède au moins une solution ∀ 𝒃 ∈ ℝ𝑚

4. Les colonnes de 𝐴 engendrent ℝ𝑚

5. 𝐴 possède un pivot dans chaque ligne

6. Im 𝐴 est un sous-espace de dimension 𝑚



Exemple 5 : Déterminez si les transformations matricielles correspondant 
aux matrices suivantes sont surjectives.

𝐴 =
1 0
0 1
1 0

𝑃 =
1 0 0
0 1 0
0 0 0

𝐵 =
1
0

0
1

2
2

1
3



Comparaison

Surjective si

• 𝑇(𝒙) = 𝒃 a au moins une solution

• Les colonnes de 𝐴 engendrent ℝ𝑚

• 𝐴 a un pivot dans chaque ligne

• Im 𝐴 est de dimension 𝑚

𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 est …

Injective si

• 𝑇(𝒙) = 𝒃 a au plus une solution

• Les colonnes de 𝐴 sont Lin. Indép.

• 𝐴 a un pivot dans chaque colonne

• Im 𝐴 est de dimension 𝑛

Remarques : 
Une transformation matricielle ne peut être injective et surjective simultanément que si la matrice est carrée. 
De plus, une matrice carrée injective est automatiquement surjective et vice-versa.



Inversibilité d’une transformation

Théorème : Soit 𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 une transformation donnée par la matrice 𝐴𝑚 𝑥 𝑛. 
La transformation est inversible si et seulement si :

• 𝑇(𝒙) = 𝒃 a exactement une solution 𝒙 ∀ 𝒃 ∈ ℝ𝑚

• 𝑇 est injective et surjective

Quand une transformation est-elle inversible ? 

Remarque : Une matrice doit donc être nécessairement carrée pour engendrer une transformation inversible.



Théorème de l’inverse

Théorème : Soit 𝐴𝑛 𝑥 𝑛 une matrice carrée. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

C’est-à-dire que si une propriété est vraie, alors toutes les autres le sont aussi.
Si une propriété est fausse, alors toutes les autres le sont aussi.

1. 𝐴 est inversible
2. 𝐴𝒙 = 𝒃 possède une solution unique pour tout 𝒃
3. 𝐴𝒙 = 𝟎 a pour unique solution la solution triviale 𝒙 = 𝟎
4. 𝐴 possède 𝑛 pivots
5. Les colonnes de 𝐴 sont linéairement indépendantes
6. Les colonnes de 𝐴 engendrent ℝ𝑛

7. La transformation 𝒙 ⟼ 𝐴𝒙 est injective
8. La transformation 𝒙 ⟼ 𝐴𝒙 est surjective
9. 𝑑𝑒𝑡(𝐴) ≠ 0



5.3 Transformations linéaires
On se concentre dans cette section sur deux questions : 

Comment savoir si une transformation donnée est matricielle ? 
Si oui, quelle est la matrice qui lui correspond ? 

Ex : La transformation 𝑅: ℝ2 → ℝ2 qui effectue une rotation de 45° en sens 
antihoraire autour de l’origine

Ex : La transformation qui donne la position de la pince d’un bras robotique à 
partir de ses angles



Transformations linéaires

Définition : Une transformation 𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 est dite linéaire si elle possède les
deux propriétés suivantes ∀ 𝒖, 𝒗 ∈ ℝ𝑛 et ∀𝑘 ∈ ℝ .

1. 𝑇 𝒖 + 𝒗 = 𝑇 𝒖 + 𝑇(𝒗)

2. 𝑇 𝑘𝒖 = 𝑘 𝑇(𝒖)

Remarque : Les transformations matricielles vérifient ces deux propriétés

𝐴 𝑥 + 𝑦 = 𝐴𝑥 + 𝐴𝑦 𝑒𝑡 𝐴 𝑘𝑥 = 𝑘(𝐴𝑥)

Donc les transformations matricielles sont linéaires. Est-ce que l’inverse est vrai aussi ? 



Transformations linéaires

Théorème : Soit 𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 une transformation linéaire. Alors,

𝑖 𝑇 𝟎 = 𝟎

𝑖𝑖 𝑇 𝑟𝒖 + 𝑠𝒗 = 𝑟 𝑇 𝒖 + 𝑠 𝑇(𝒗)

∀ 𝒖, 𝒗 ∈ ℝ𝑛 et ∀𝑟, 𝑠 ∈ ℝ .

En particulier,
(𝑖) est une condition nécessaire, utile pour fournir un contre-exemple, et
(𝑖𝑖) est une condition suffisante, qu’on peut donc utiliser pour prouver la linéarité.

Preuve :



Exemple 6 : Déterminez si les transformations suivantes sont linéaires.

a) ℎ: 𝑥 ⟼ 3𝑥

b) 𝑓: 𝑥 ⟼ 3𝑥 + 1

c) g : 𝑥 ⟼ 𝑥2

d) La transformation 𝑅: ℝ2 → ℝ2 qui effectue une rotation de 45° en sens antihoraire autour de l’origine

e) la transformation qui prend les angles et donne la position de la pince du bras robotique

𝑓 ∶
𝜃
𝜙
𝜓

⟼
𝑥
𝑦



Rappel : Base canonique de ℝ𝒏

La base canonique de ℝ𝒏 est formée des 𝑛 vecteurs suivants : 

𝒆𝟏 =

1
0
0
⋮
0

, 𝒆𝟐 =

0
1
0
⋮
0

, 𝒆𝟑 =

0
0
1
0
⋮

… 𝒆𝒏 =

0
0
⋮
0
1

.

Tout vecteur 𝒙 ∈ ℝ𝑛 peut s’écrire comme une combinaison linéaire de la base :

𝒙 =

𝑥1

𝑥2

𝑥3

⋮
𝑥𝑛

= 𝑥1𝒆𝟏 + 𝑥2𝒆𝟐 + 𝑥3𝒆𝟑 + ⋯ + 𝑥𝑛𝒆𝒏

Où les 𝑥𝑖 sont appelées les composantes de 𝒙 dans la base canonique. 



Transformation linéaire et base canonique

Par la propriété (𝑖𝑖) vue plus tôt : 

𝑖𝑖 𝑇 𝑟𝒖 + 𝑠𝒗 = 𝑟 𝑇 𝒖 + 𝑠 𝑇(𝒗)

On a que 

𝑇(𝒙) = 𝑇(𝑥1𝒆𝟏 + 𝑥2𝒆𝟐 + 𝑥3𝒆𝟑 + ⋯ + 𝑥𝑛𝒆𝒏)

= 𝑥1𝑇 𝒆𝟏 + 𝑥2𝑇 𝒆𝟐 + 𝑥3𝑇 𝒆𝟑 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑇 𝒆𝒏 .

La transformation 𝑇 sur un vecteur 𝒙 quelconque se résume à son action sur les 
vecteurs de la base canonique 𝑇 𝒆𝒊 . 

En d’autres mots, si on connait l’action de la transformation sur les vecteurs de base 
𝑇 𝒆𝒊 alors on peut calculer la transformation de n’importe quel vecteur 𝒙.  



Matrice et base canonique

De plus, considérons une matrice 𝐴𝑚 𝑥 𝑛 dont les colonnes sont notées 𝒂𝒊. 
Remarquons que :

𝐴𝒆𝒊 =
|

𝒂𝟏

|

|
𝒂𝟐

|

|
𝒂𝟑

|
…

|
𝒂𝒏

|

⋮
0

1

0

⋮

= 𝒂𝒊

Donc l’action de 𝐴 sur un vecteur de base canonique 𝒆𝒊 est donnée par sa 𝑖è𝑚𝑒 colonne.

Ex 7 :   
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

1
0

= ?
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

0
1

= ?



Transformations linéaires

Théorème : Soit 𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 une transformation linéaire et 𝐴𝑚 𝑥 𝑛 la matrice
donnée par

𝐴 =

|
𝑇(𝒆𝟏)

|

|
𝑇(𝒆𝟐)

|
…

|
𝑇(𝒆𝒏)

|

Alors 𝑇 𝑥 = 𝐴𝑥 . En d’autres mots, toute transformation linéaire est une
transformation matricielle dont la matrice correspondante est donnée ci-haut.

Preuve :



Linéaire = Matricielle

En particulier,

Transformation linéaire  ⟺ Transformation matricielle

Donc toute transformation linéaire est matricielle et vice-versa. 



Exemple 8 : 

a) Trouvez la matrice correspondant à la transformation linéaire 𝑅: ℝ2 → ℝ2 qui effectue 
une rotation de 45° en sens antihoraire autour de l’origine.

b) Représentez graphiquement son action sur le vecteur 
2
2

.

c) Vérifiez que 
2
2

et 𝑅
2
2

ont la même norme. 

d) Trouvez la transformation inverse 𝑅−1.



Composition de transformations

Soient 𝑇 et 𝑆 deux transformations linéaires dont les matrices correspondantes sont
𝐴 et 𝐵 respectivement. Si les domaines et codomaines sont compatibles, alors :

𝑆 ∘ 𝑇 𝒙 = 𝐵𝐴𝒙

En d’autres mots, la composition de transformation linéaires correspond à la
multiplication matricielle.

Exemple 9 : 𝑅 = 1

2

1 −1
1 1

, 𝑆 =
1 0
0 −1

𝑒𝑡 𝒙 =
2
2

Calculez 𝑅𝑆𝒙 et 𝑆𝑅𝒙 et représentez les graphiquement.



Transformations linéaires et déterminants

Théorème : Soit 𝑇: ℝ𝑛 → ℝ𝑛 une transformation linéaire associée à la matrice 𝐴𝑛𝑥𝑛 et 𝑆
une région de ℝ𝑛. Alors,

𝑉𝑜𝑙 𝑇 𝑆 = det 𝐴 ⋅ 𝑉𝑜𝑙 𝑆

où 𝑇 𝑆 = {𝑇 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝑆} est l’image de 𝑆 par la transformation 𝑇.

Le déterminant peut servir à calculer le changement d’aire ou de volume d’une région 
qui subit une transformation linéaire.



Exemple 10 : Calculez l’aire de l’ellipse d’équation 

2𝑥 − 𝑦

2

2

+
𝑦 + 3𝑥

3

2

= 1.

Indice : Trouvez la transformation linéaire qui prend un point de l’ellipse et le transforme 
en un point du cercle de rayon 1 d’équation 𝑋2 + 𝑌2 = 1.



Exemple 11: Soit 𝑆 un demi-cercle de rayon 1 dans le plan cartésien. 
Trouvez l’aire de la région transformée 𝑇(𝑆) donnée par le schéma ci-dessous. 
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