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Chapitre 2 :
Systemes d’équations linéaires

e 2.1 Systemes d’équations linéaires
e 2.2 Résolution d’un SEL

« 2.3 Equations vectorielles

e 2.4 Visualisations d’un SEL




* Reconnaitre des systemes d’équations linéaires (SEL)
* Calculer I'ensemble solution de SEL a l'aide de |la méthode d’échelonnage
* Visualiser des ensembles solutions de SEL de trois facons différentes

Mots clés : Systeme d’équations linéaires, matrice augmentée, échelonnage,
pivot, équation vectorielle, span, systeme homogene




2.1 Systemes d’équations linéaires

Bien souvent, un probléme peut se traduire en un ensemble d’équations a résoudre.
Dans ce chapitre (et tout au long de MAT380), on se concentre sur les équations linéaires.
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Exemple d’application : Reconstruire un objet 3D a partir d’images
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= x + 250
=y+ 70
z + 390
w+ 175.



https://www.youtube.com/watch?v=i7ierVkXYa8&ab_channel=DrCalleOlsson

Definition : Une équation sur les variables x4, x,, ..., x,, est linéaire si les termes
contenant les variables peuvent s’écrire comme un polynéme de degré 1 :

aix; + arx, +--+a,x, =b

ou a4, as,, ..., a, et b sont des nombres réels.

Ex : Equations linéaires Equations non-linéaires
x+2y—5z=4 Xy =4z
3x1 — X9 + Z.SX3 = 17x4_ — Xg X — 4y2 =17

\/EX = sin(3) y \/x_l — COS()CZ) + e3%1



Definition : Une équation sur les variables x4, x,, ..., x,, est linéaire si les termes
contenant les variables peuvent s’écrire comme un polynéme de degré 1 :

aix; + arx, +--+a,x, =b

ou a4, as,, ..., a, et b sont des nombres réels.

Ex : Equations linéaires Equations non-linéaires
x+2y—5z=4 xy =4z
3x; — X, + 2.5x3 = 17x, — xc x — 4y? =17

V2 x =sin(3) y VX1 = cos(x,) + e3*1



Un systeme d’equations linéaires (SEL) est un ensemble de plusieurs équations linéaires

Systeme de deux équations a Systeme de deux éguations a
deux variables trois variables
2x +4y =0 x+y—2z=0
3x —2y =6 X—y =8

Une solution d’un SEL est une liste de nombres (x,y, ...) qui rendent toutes les équations
vraies simultanément.

L’ensemble solution est 'ensemble qui contient toutes les solutions du systeme.

Résoudre un systeme signifie de trouver 'ensemble solution.



1 2

Exemple 1 : 1l est facile de vérifier que (x,y,z) = (5'5' —1) est une solution du systeme

d’équations linéaires suivant, mais que (0,0,0) n’est pas une solution.

x+y+z=0
3x —z =2

2x —y+2z=—2



Visualiser une equation linéeaire

Une équation a deux variables de la forme ax + by = c représente une droite
: : a
perpendiculaire au vecteur ( b) :

/ ax + by =c



Visualiser une équation linéaire

Une équation a trois variables de la forme ax + by + cz = d représente un plan

a
perpendiculaire au vecteur <b> :
C
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ax + by +cz=d

Note : En général, une équation linéaire a n variables représente un (n — 1)-plan dans R™



Visualiser 'ensemble solution d’un SEL

Les solutions d’un systeme d’équations linéaires correspondent aux points d’intersections
des objets dessinés par chaque équation.

| /

2x+4y =0
3x — 2y = 6 ° | 3
Un point - solution unique /




Visualiser 'ensemble solution d’un SEL

Les solutions d’un systeme d’équations linéaires correspondent aux points d’intersections
des objets dessinés par chaque équation.

x+y=0

2x + 2y =6

Aucune intersection - Pas de solution




Visualiser 'ensemble solution d’un SEL

Les solutions d’un systeme d’équations linéaires correspondent aux points d’intersections
des objets dessinés par chaque équation.

x+y=3

2x + 2y =6

Une droite - infinité de solutions




Visualiser 'ensemble solution d’un SEL

Les solutions d’un systeme d’équations linéaires correspondent aux points d’intersections
des objets dessinés par chaque équation.

x+z=0
x+y+z=1

Une droite - infinité de solutions




Visualiser 'ensemble solution d’un SEL

Les solutions d’un systeme d’équations linéaires correspondent aux points d’intersections
des objets dessinés par chaque équation.

x+z=0
x+y+z=1
z—0.02y = -1

Un point - solution unique




Visualiser 'ensemble solution d’un SEL

Les solutions d’un systeme d’équations linéaires correspondent aux points d’intersections
des objets dessinés par chaque équation.

x+z=0
z—0.02y =2
z—0.02y = -1

Aucune intersection commune - pas de solution



Comme le montre les exemples précédents, un SEL n’a pas toujours de solution.

Definition : Un systeme d’équations linéaires est incompatible s’il n’a pas de solution.
|| est dit compatible sinon.

Plus précisément, nous verrons a la prochaine section qu’un SEL posséede soit :

* Une solution unique
* Une infinite de solutions
* ou aucune solution



2.2 Resolution d’un SEL
Rappel : Méthode de réduction

Pour résoudre un systeme d’équation par réduction, on utilise trois opérations :

* Multiplication : On peut multiplier une équation par une constante

2x+4y =0 Ly > 2L, 2x+4y =0
3x—2y =6 6x —4y =12

* Addition : On peut additionner un multiple d’'une équation a une autre

2x +4y =0 Ly > Ly + 2L, 8x + 0y =12
3x —2y =6 ' 3x —2y =6

« Echange : On peut échanger deux équations

2x +4y =0 Lyeol, 3x —2y =6
3x —2y =6 ' 2x+4y =0



Ex:

2x +4y =0
3x —2y =6

2x +4y =0
4x + 0y = 6

2x +4y =0
2x +0y =3

2x + 0y =

—~l — — — —

x= 3/2
y =-3/4

Ox +4y = -3

Ox +y =-3/4
x+0y= 3/2

L, > L, + 0.5L,

L2 — 05L2

Ly - L —L,

Ly — 0.25L4
LZ — OSLZ

Li e L,



Les opérations de réduction ne modifient que les coefficients. En placant les variables dans
le méme ordre du coté gauche de I'équation et les termes constants du coté droit, on
obtient une structure ou toute l'information est contenue dans les coefficients. On peut
donc encoder ces coefficients dans un tableau nommé matrice augmentée qui contiendra
toute l'information du SEL.

SEL mélangé SEL ordonné Matrice augmentée
(x +2y =9 —2z (1x +2y+2z=09 1 2 219
3 y = —3x &S 3x+1y+0z=0 < |3 1 010
X t+tytz=4 Ix+1y+1z=4 1 1 114

Remarque : Le nombre de lignes donne le nombre d’équations, tandis que le nombre de
colonnes a gauche de la barre donne le nombre de variables. La barre est parfois omise.



Matrice des coefficients

La matrice augmentée d’un SEL est composée de deux blocs :

B 1 2 2]9
(A\b)—<3 1 0 o)
1 1 1

— T~

Matrice des coefficients 4 Vecteur des termes constants b

1 2 2 /9
A=<3 1 0) b=<0>
1 1 1 4




Les opérations de réduction modifient les coefficients des équations.
On utilise les mémes opérations dans la matrice augmentée pour modifier les lignes.

27
O)
4

* Multiplication : On peut multiplier une ligne par une constante

1 2 2|9 L, > 3L, 3 6 6
3 1 0f0 ~ 3 10

1 1 114 1 1 1

e Addition: On peut additionner un multiple d’une ligne a une autre

1 2 219 L, L, — 3L 1 2 21 9
3 1 0(0 ~ 0 -5 —6|-27
1 1 114 1 1 11 4
« Echange : On peut échanger deux lignes
1 2 219 L oL, 3 1 00
3 1 0(0 ~ 1 2 2|9
1 1 114 1 1 114




Ex:

SEL
2x +4y =0
3x —2y =6

2x +4y =0
4x + 0y =6

2x +4y =0
2x +0y =3

Ox +4y = -3
2x+0y = 3

Ox +y=-3/4
x+0y= 3/2

Y Y Y /S

x= 3/2
y=-3/4

Op. élémentaires

L, > L, + 0.5L,

Lz — OSLZ

L1_>L1_L2

Ly = 0.25L4
L2 - 05L2

L oL,

Matrice augmentée

G 5le)

2
4

DO DN

(
(
(

N O

ol ¢)

ol 3)

ol 3)

ol 3)5)
13



Le langage des matrices augmentées permet donc de résoudre un SEL par réduction via
les opérations élémentaires.

En effet, les opérations élémentaires ne modifient pas lensemble solution de la matrice
augmentée.

Definition : Deux matrices augmentées sont dites lignes-équivalentes si une peut
s’obtenir de PPautre a Paide d’opérations élémentaires.



Definition : Une matrice est dite sous forme échelonnée si :

* Leslignes ne contenant que des zéros sont sous les autres lignes

* Lapremiere entrée non-nulle d’une ligne est a droite de la premiére entrée non-nulle de la
ligne qui la précede

( * * ok % *\

0 * * * * * = Un nombre

0 @) * * * [ = Un nombre non-nul (pivot)
L0 0 0 00/

Definition : Le premier nombre non-nul d’une ligne d’une matrice sous forme
échelonnée est appelé pivot.

Note : En anglais, on appelle ceci la row echelon form (ref)



Definition : Une matrice est dite sous forme échelonnée réduite si :
* La matrice est sous forme échelonnée

 Chaque pivot est égalal

 Chaque pivot est la seule entrée non-nulle de sa colonne

* = Un nombre

1 = Pivot

O = O O

o O O -
o O = O
O O * *
O * * *

Note : En anglais, on appelle ceci la reduced row echelon form (rref)



La forme échelonnée indique ou il y a des pivots, tandis que la forme échelonnée réduite
donne la solution du systeme.

Matrice augmentée

(

1 4 2
1 3 1
2 5 4

12
6
12

Forme échelonnée (ref)

)

0

1 25 2
1 0
0 2

0

Donne les pivots

)~ |

Echelonnée réduite (rref)

1 0 O
0 1 O
0 0 1

—8
4
2

Donne la solution



Remarque : Le nom « pivot » peut s’expliqguer par la rotation que fait une équation autour
de la solution lorsqu’on échelonne le systeme.

¢
G




Exemple 2 :

a) Trouvez la forme échelonnée réduite du SEL et donnez 'ensemble solution.

([ x+2y+3z=6
2x — 3y + 2z =14
X ty—z=-2

AN

b) Vérifiez votre réponse a laide de la commande ref() et rref() de la TI

c) Représentez graphiquement le SEL a l'aide du mode graphique 3D de la T



Schematisation de Palgorithme d’echelonnage

Get a 1 here Clear down Get a 1 here Clear down
x| ok x k 11 = = =% 1~ * % 1 ~ *=
x  * x  *  x 0‘ *x ok 0 * ok
*  x  *  x *  x  * % 0 » *= = 0O ~ x= %
* Kk x K x *x K * 0 » + * 0 * * =
(maybe these are already zero) Get a 1 here Clear down Matrix is in REF
1 *= % % 1 * *x * 1 ~ * « 1 = x= *
0O 1 =~ = 0 1 =~ = 0 1 =~ «x 0O 1 «
00%* 0 0 0+ 0 0 01 0 0 0 1
0O 0 * O O 0 =« 0O 0 0 = O 0 0 O
Clear up Clear up Matrix is in RREF
1 * * 1 « = 0 1 0 = 0
0 1 = = 0 (1) + 0 01 + 0
0 00 0 0 0 1 0 0 0 1
O 0 0 O O 0 0 O O 0 0 O

Remarque : L’algorithme est aussi appelé Elimination de Gauss ou Méthode de Gauss-Jordan



Exemple 3 :

a) Trouvez la forme échelonnée du SEL et donnez ’ensemble solution.

(x+3y=3-z
2y +2z2=6+x
2xty—z=2

A

b) Vérifiez votre réponse a laide de la commande ref() et rref() de la TI



Exemple 4 :

a) Trouvez la forme échelonnée du SEL et donnez 'ensemble solution.

2x +y+ 12z =1
x+2y+9z=-1

b) Veérifiez votre réponse a l'aide de la commande ref() et rref() de la T

¢) Representez graphiquement I'ensemble solution a l'aide de la T|



Definition : Lorsqu’une colonne a gauche de la barre d’une matrice augmentée ne contient pas
de pivot, on dit gu’elle représente une variable libre.

Si le systeme est compatible, il a alors une infinité de solutions. On peut paramétrer I'ensemble
solution a l'aide des variables libres comme suit :

1. Réécrire la matrice échelonnée réduite sous forme d’équations
1 0 51 x+5z=1
(o 1 21-1) ‘:’{y+2z=—1

2. Envoyer la ou les variables libres du c6té droit des équations
x=1-5z
y=—-1—-2z

3. Remplacer la ou les variables libres par des parametres
x=1-5¢t
y=-1-2t teR
Z=t



Il y a donc trois cas possibles lorsqu’on met une matrice augmentée sous forme échelonnée réduite

1. Si La colonne a droite de la barre contient un pivot : Aucune solution - Systeme incompatible

1 00
0 1|0
0O 0|1) ——0=1

S’il n’y a pas de pivot a droite de la barre, alors

2. Soit toutes les colonnes a gauche de la barre contiennent un pivot : Solution unique

1 O O]a X, =a
0 0 1]c iy =€
3. Soit au moins une colonne a gauche de la barre n’a pas de pivot : Infinité de solutions
1 0 5 1
— x5 est une variable libre
(0 1 2|1 :
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Algebre matricielle sur la T|

Matrice identité n x n identity(n)
Somme/différence atb
Multiplication par un scalaire k ka
Multiplication matricielle ab

Matrice inverse de a a!
Déterminant det(a)
Matrice augmentée [A|B] augment(a,b)

Matrice échelonnée réduite rref(a)



2.3 Equations vectorielles

Exemple 5 :
0.5

1 -1
a) Peut-on écrire le vecteur ( 3 > comme combinaison linéaire des vecteurs (2) et ( 0 >

2.5 1 1
1 —1 0.5
1 1 2.5

2
b) Et le vecteur (—2) ?
2

Animation Geogebra


https://www.geogebra.org/3d/m7yavjnq

Définition : Une équation vectorielle est une équation impliquant une combinaison linéaire de
vecteurs.

—_— — —_— g
X1V, + XUy + -+ X,V = b

ou les v; et b sont des vecteurs de R" et les x; sont des scalaires inconnus.

Une équation vectorielle correspond a un SEL qui peut s’encoder dans la matrice augmentée

<
=

<
N

<
&
S

ou chaque colonne est un des vecteurs.



Définition : Soient v, v, ..., v, des vecteurs de R,

Le sous-espace vectoriel engendré par v4, V5, ..., V), est 'ensemble des points qui s’écrivent
comme combinaison linéaire de ces vecteurs :

—_— — —_— — —
span{vy, Uy, ..., Vg } = {x101 + x,05 + -+ + x3, 0y, | X1, X5, ..., X € R}

Remarque : « span » est le nom anglais. En francais, on note parfois vect{vy,v;, ..., Uy }.



Representations graphiques de Span(...)

Exemples pour des vecteurs de R?

Span{v, w}

Span{v}
/
v:
w




Representations graphiques de Span(...)

Exemples pour des vecteurs de R3

Span{v}

Span{u, v, w}




Définition : On appelle ’espace colonne de A, noté col(A), le sous-espace vectoriel engendré
par les vecteurs colonnes d’'une matrice de coefficients A :

—_— — — -

Vi VU .. Vx| b

En d’autres mots,

col(A) = span{vy, vy, ..., Ui}

correspond a Pensemble de toutes les combinaisons linéaires des colonnes de A.



1. Comme systeme d’équations linéaires

3xl+4‘X2_X3 =8
2X1 — 2X, + X3 = 6

2. Comme matrice augmentée
(3 4 -1 ‘ 8)
2 —2 116
3. Comme équation vectorielle

0 () + 0 (5) +x (1) = (o)

Cette derniere vision offre une autre représentation géométrique du SEL :

Le vecteur (2) est-il dans l'espace engendré par les colonnes de A : (g), (_42) et (_11) ?



2.4 Visualisations d’un SEL

Pratigue :

a) Donnez I'ensemble solution du systeme suivant.

3x—6y =0
—x+ 2y =0

b) Donnez 'ensemble solution du systeme suivant.

3x —6y =9
—x + 2y = =3

c) Représentez dans un méme graphique les deux ensembles solutions.



Rappel : Matrice des coefficients

La matrice augmentée d’un SEL est composée de deux blocs :

1 2 219
(3 1 0 O)
1 1 1

— T~

Matrice des coefficients 4 Vecteur des termes constants b

1 2 2 /9
A=(3 1 0) b=<0>
1 1 1 4




Deéfinitions : Un systéme d’équation linéaire est dit homogene si le vecteur des termes
constants b est le vecteur nul 0.

0

0

0

De plus, Plensemble solution d’'un systeme homogene de matrice de coefficients A est nommé
Pespace nul ou le noyau de A4, noté Nul(4) ou Ker(A).

2x +2y+2z=0 2 2 2

x+ y+ z =0 1 1 1
@ (
3x— vy =0 3 -1 0

Un systeme qui n’est pas homogene est dit inhomogene.

Observation : [’ensemble solution d’un systeme inhomogene b = 0 est une translation de lespace
nul Nul(A).



Nous avons maintenant vu trois fagcons différentes de représenter un méme systeme
d’équations linéaires.

1. Représenter 'ensemble solution comme intersection de droites ou plans

2. Représenter 'ensemble solution comme translation de I'espace nul

3. Visualiser le systeme comme une équation vectorielle



Exemple 6 :

:4x—2y—4z=12
—x+05y+z=-3

a) Représentez 'espace solution comme intersection
b) Représentez ['espace solution du SEL suivant comme translation de 'espace nul

c) Représentez graphiquement le SEL comme équation vectorielle


https://www.geogebra.org/calculator/shstfvmh
https://www.geogebra.org/calculator/s7hjtpsm

Exemple 7 :
4x — 2y — 4z = 12
—x+ 05y +z=-3
3x+y+z=9

a) Représentez I'espace solution comme intersection
b) Représentez lespace solution le SEL suivant une translation de 'espace nul

c) Représentez graphiquement le SEL comme équation vectorielle


https://www.geogebra.org/3d/msnnetmb
https://www.geogebra.org/3d/dhwne53r

Deéfinitions : Soit A une matrice de coefficients avec n colonnes. On définit deux nombres :
rang(A) = dim Col(A) = # pivots de A

nullité(4) = dim Nul(A) = # var.libres de A

Théoreme du rang :

rang(A) + nullite(A) = n

En d’autres mots : # pivots + # var. libres = # colonnes

ou encore: dim Col(A) + dim Ens. solution = # variables



Etant donné un SEL de matrice augmentée (A|b)

1. Quelles sont les solutions X = (x4, X5, ..., X,) du systéme ? (Trouver ’'ensemble solution)

2. Quels sont les b qui rendent le systeme compatible ?

Le théoreme du rang nous dit que les dimensions de ces deux questions sont complémentaires.

Informellement, plus il y a de choix de bala question 2 (rang), moins il y a de choix de x a la
question 1 (nullité) et vice-versa.
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