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Chapitre 3:
Matrices

« 3.1 Algebre matricielle
e 3.2 Matrice inverse
3.3 Factorisation LU

* 3.4 Systemes dynamiques discrets




e (Calculer des opérations matricielles
e Résoudre des problemes a 'aide du langage matriciel
 Résoudre des problemes de systemes dynamiques discrets

Mots clés : Matrice, multiplication matricielle, transposée, inverse, singuliere,
systeme dynamique discret




3.1 Algebre matricielle

Comme nous I'avons vu au chapitre précédent, il est souvent utile d’encoder de
I’information dans un tableau de nombres. On nomme ces tableaux des matrices.
Nous étudierons leurs propriétés dans ce chapitre.

Matrice augmentée

(1x + 2y +2z=9 1 2 219
3 x+1y+0z=0 < 3 1 010
Ax+1y+1z=4 1 1 114

Matrice des coefficients « Matrice » des termes constants

1 2 2 /9
A=[3 1 0| et b=|0
1 1 1 4



Une matrice 4,,, , , €st un tableau comportant m lignes et n colonnes

A1 *° Qan
Amxn = : ' '
Am1 ° Omn
* Onnomme a;; Pélément situé a la i®™¢ ligne et j**™¢ colonne

 On appelle m x n les dimensions de la matrice
* On peut noter la matrice de trois fagons : 4, ., = A = [a;;]
* Les éléments a;; forment la diagonale principale

 On dit que la matrice est carrée si m = n.



Exemples:

1
a=|2
3

Matrice 3 x 1
Eléments :
a;p =1

Ay = 2
az1 =3

Remarque : Les vecteurs sont des matrices avec une seule ligne ou une seule colonne

B:(é —52)

Matrice 2 x 2

Eléments :

b11 — 1 b12 — 5
b21 =O b22 — —2

3 2
C=|-1 0
—4 5
Matrice 3 x 2
Eléments :
C11 — 8 C12 —_ 2
C21 —_ _1 C22 — O
C31 —_ _4‘ C32 — 5



Egalité: A=B < a;; =b;; Vi,j
G D=0 =G D2G ¢ o)
Addition/soustraction: A+ B = [a;; + b;j]
G D+G 3)=0G1; 373-G 7
Multiplication par un scalaire : kA = [ka;;]
2(1 =G 220G o

Remarque : Les dimensions des matrices doivent étre les mémes



La multiplication de deux matrices notée AB est définie lorsque le nombre de
colonnes a gauche est égal au nombre de lignes a droite :

Amxn anp= mxp

e

Le # colonnes a gauche doit égaler le # lignes a droite

Le resultat de la multiplication est une nouvelle matrice C,,, = [c;;] dont les
éléments sont donnés par la regle suivante :

c;j = produit scalaire de la i° ligne de A avec la |© colonne de B.

|

- @ —\/! _|) a by -+ a;- b,
AB = : by = by |= : E =C
- am =\ |/ \a@m-by - @n-b



3
2

¢;=GB1D-21)=3-241-1=7

TE
s )L Vg s



Définition : On note I ou I,, . ,, la matrice identité de dimension n x n qui possede des 1
sur la diagonale principale et des 0 partout ailleurs.

1 0 1 0 0 1 - 0
IZ"Z:(O 1) 13963:(0 1 O) Inxn=<E )

0 0 1 o --- 1

Elle a la propriété que Al = A et IB = B pour toutes matrices A, B de dimensions
compatibles.

1 O
. — _| — 7 —r4
EX.AI 2 (O |) ! I3x3A !



Solient A4, B et C trois matrices. En supposant que les dimensions sont compatibles avec
les multiplications ci-dessous, nous avons les propriétés suivantes :

1. A(BC) = (4B)C

2. A(B+C) =AB + AC

3 (B+C)A=BA+CA

4. k(AB) = (kA)B = A(kB)
5 IA=A=Al
ATTENTION :

* Engénéral, AB #+# BA
 AB = AC neveut pasdireque B =C
e« AB=0neveutpasdirequed =0 ou B=0



Exemple 2 : Vérifiez que AB # BA.



Il arrive qu’on ait besoin d’inverser le role des lignes et des colonnes d’une matrice.
Définition : On note A" la transposée de la matrice A = [a;;] définie par

A" = [ajj| = [a;]

La i®™¢ ligne devient la i**™€ colonne et vice-versa.

Ex:



Soient A et B deux matrices de dimensions compatibles pour les opérations suivantes.
Les propriétés suivantes sont vraies :

e UNT = A

« (A+B)=A" +BT

o (kAT = kAT

+ (AB)T = BTAT



Pratique : La micro-brasserie
Soit Q la matrice des quantités requises de chacun des 4 ingrédients entrant dans la composition
de chacune des 3 sortes de biere de la micro-brasserie, en kg par caisse.

C est la matrice des commandes annuelles de 4 épiceries pour chacune des 3 sortes de biére, en
nombre de caisses.

P est la matrice des prix, en $ par caisse, que paient les épiceries a la micro-brasserie pour
chaque sorte de biere.

2 2 3 200 800 2000
[3 0 2 _ [ 800 500 400 B
=7, 1] €= "o 300 P=(15 12 20)
4 6 0 500 0 O

Quelles opérations matricielles permettent de calculer :

a) le colt de la commande pour chaque épicerie ?

b) le nombre total de caisses commandées pour chaque épicerie ?

c) la quantité en kg de chacun des 4 ingrédients requis pour produire la commande annuelle?



Pratique : Distribution de marchandise
Trois usines {u4,u,,us} fabriguent un méme produit mystere.
Il ya aussi quatre entrepéts {eq, e,, e3,e4} et six magasins {m,, m,, ms, my, ms, mg}.

Soit A la matrice qui décrit s’il y a une livraison d’une usine a un entrepot.
a;; = 1% y a une livraison de 'usine u; a l'entrepét e;, et 0 sinon.

B est la matrice qui décrit s’il y a une livraison d’un entrepot a un magasin.
b;: = 1s’il y a une livraison de l'entrepot e; au magasin m;, et 0 sinon.
ij i J

0 1 0 1
A=<1010> B =

0 0 10

C=(1 1 1)

O = = O
O O = O
_ O
O = O =

11
00
10
01

Les opérations suivantes sont-elles définies ? Si oul, que permettent-elles de calculer ?
a) A+ B b) AB c) BA d A+C e) CAB

Si une panne empéche l'usine u, de produire sa marchandise, est-ce que chacun des 6 magasins
recevra encore son produit ?



Colonnes d’une matrice

On pense parfois aux colonnes d’une matrice comme étant des vecteurs:

i1 - Qn | |
Amxn — . %o . — a’l oo a
Um1 *° Omn | |

ou a; est un vecteur de R™ formé des éléments de la i¢™€ colonne de la matrice.



Exemples:

-

Matrice 3 x 1

Colonne:

B:((l) —52)

Matrice 2 x 2 (Carrée)

Colonnes:

8 2
c~(=1 o
—4 5

Matrice 3 x 2

Colonnes:



Une multiplication d’une matrice sur un vecteur

| | (%1 .
Amxnvnxl= a - dan : =vlal-l'vzaz-|""-|'Umamzb‘mxlzb
| | /] \Vm

donne un vecteur qui peut €tre vu comme une combinaison linéaire des colonnes de la
matrice A.

Exemple 3: Ax = (g _42) (;)

Ceci va nous permettre de visualiser des matrices comme des transformations sur des vecteurs dans
le prochain chapitre !



Soient Ay, xn €t By 5. On peut calculer la multiplication matricielle AB en distribuant
la matrice A sur les colonnes de B :

-

| |
AmxnBnxp=A4|b, b, ..b, | =\ Ab, Ab, ..Ab, | = AB
I . | |

En pensant a la multiplication de cette facon, les colonnes de AB sont les combinaisons
linéaires des colonnes de A dont les coefficients sont les composantes de la colonne

correspondante de B.

Numériquement, la méthode la plus rapide pour calculer un produit matriciel dépend de la fagcon dont les matrices sont
stockées en mémoire. Par exemple, le langage C stocke les matrices en lignes, tandis qu’en Fortran les matrices sont stockées
en colonnes. Le premier va bien avec 'algorithme vu plus tét, tandis que le second se préte bien a 'algorithme ci-haut.



SEL comme equation matricielle

La multiplication matricielle nous donne également une quatrieme facon d’écrire un
systeme d’équations linéaires :

SEL [A|b] A% =b

(1x + 2y +2z=9 1 2 219 1 2 2\ /x 9
3x+1y+0z=0 < (3 1 O O><:><3 1 0><y>=<0>
Ix+1y+1z =14 1 1 114 1 1 1/ \z 4

Ex 4 : Vérifiez que ’équation matricielle a droite est bien équivalente au SEL a gauche.



1. Comme SEL

2. Comme matrice augmentée

3. Comme équation vectorielle

o

4. Comme equation matricielle

3
2

|

)+ (5) +x ()

3xl+4‘X2_X3 =8
2X1 — 2X, + X3 = 6

G 5 Tl



L’inverse d’un nombre comme 4 est 2 ou 47 1. Il ala propriété que 4 - 471 = 1.

Peut-on faire la méme chose avec la multiplication matricielle ?

Définition : On dit qu’une matrice A4,, , , st inversible s’il existe une autre matrice B, , 5,
telle que

ou I est la matrice identité. La matrice B est alors appelée I'inverse de A et notée B = A~ L.

Une matrice non-inversible est dite singuliere.

Remarque : On se limite ici aux matrices carrées. Il existe des notions de pseudo-inverse, d’inverse a
gauche ou d’inverse a droite pour les matrices rectangulaires qui ne seront pas abordées dans ce cours.



Exemple 5 : Vérifiezque B = A~ 1.

-G e-(F R



Pratique : Trouvez I'inverse de la matrice a ’aide d’un systeme
d’équations.

ba=G Y a=(y D=
bo=(Z ) () ))-



Théoreme : Soit A,,, la matrice suivante :

_(a b
A= (C d)
Alors, sa matrice inverse est donnée par
1 d —b
Al =
ad — bc (—c a)

siad — bc # 0 et la matrice est singuliere (non-inversible) sinon.



Soit A et B deux matrices inversibles de mémes dimensions. Alors, les propriétés
suivantes sont vraies :

c (A 1=4
+ (AB)™! =B~14™!

o (AT)—l — (A—l)T



N -
Considérons un SEL écrit sous la forme AX = b.

Si la matrice des coefficients A,, , ,, est carrée et inversible, alors le SEL a une solution
unique qui est donnée par

Notons qu’il est généralement plus laborieux de calculer A~ que d’échelonner le SEL
directement. Par contre, il est utile de penser a Pexistence de A~! comme a Pexistence
d’une solution unique du SEL ci-haut.



La remarque précédente nous donne un algorithme pour calculer la matrice inverse.

Théoreme : Une matrice A, ,, est inversible si et seulement si sa forme échelonnée
réduite correspond a la matrice identité I, ., ,,. En particulier, toute suite d’opérations
élémentaires qui transforme A~I va transformer [~A71.

Algorithme : On peut donc calculer la matrice inverse en échelonnant la matrice
augmentée [A|I]~[I|A71].

1 0 2
Ex6:4A=1 3 -1 1 A1 =7
-2 4 8



Le theoreme suivant permet d’établir des liens entre I'inversibilité et difféerentes notions
d’algebre lineaire.

Théoreme : Soit A, . ,,. Les propriétés suivantes sont équivalentes. C’est-a-dire que si
une propriété est vraie, alors toutes les autres le sont aussi. Si une propriété est fausse,
alors toutes les autres le sont aussi.

A est inversible
A possede n pivots
Ax = 0 a pour unique solution la solution triviale x = 0

Les colonnes de A sont linéairement indépendantes
Les colonnes de A engendrent R"

AN Aol S

AX =b possede une solution unique pour tout b



3.3 Factorisation LU

La factorisation LU est une méthode permettant de résoudre rapidement une suite
de systemes d’équations linéaires possédant la méme matrice de coefficients :

Afl — 1_9)1 Afz — 1_52 cee AD_C)p — Bp

-

Idée 1: Calculer A1 et trouver les solutions par x; = A™1b;

Idée 2 : Ecrire A = LU et résoudre Ly; = Ei et Ux; = y;

Bien que la premiére idée semble plus simple, la seconde peut étre beaucoup plus
efficace pour résoudre numériquement de gros systemes.



On factorise A = LU en une forme bien précise :

1 0 0 O B % % % %
_(x 1 0 O O m *x *x x
Amxn s x 1 0 O 0 O m =
* x x 1 0O 0 0 0 =
L., »m : Doit avoir des 0 au-dessus U, xn : Doit avoir des 0 en-dessous
de la diagonale principale. de la diagonale principale.
(matrice triangulaire inférieure) (matrice triangulaire supérieure)

Doit également avoir des 1 sur la
diagonale principale.

N.B. A donne les dimensions de L et U



On obtient alors deux systemes d’équations linéaires a résoudre sous des formes tres faciles :
Ax = L(UX) =Ly =0b

1. Ly = b pour trouver y = ?

1 0 0 0\ /» by 100 0]|b

x 1 0 0)[Y2) _|[ by o|[* 100 b,

« x 1 0|\Ys]| | bs * * 1 0 |bs3

x * x 1/ \Va b, * * x 1 |b,

2. Ux = y pour trouver X = ?

B *x * x % /igl\ V1 B O*x * *x x|V
O m *x * x xz [ Y2 . O m *x *x x|V
0 0 0 m ||| |y 0 0 0 m =x|ys
0000-\x5/ Va 0 0 0 0 m|ys




Apxn = LU =

I
* *% = O
* -0 O
_0 O O
S O O R
S O B ¥
O O ¥ ¥
SO B x %
B x x %

U s’obtient en mettant la matrice A sous forme échelonnée (non réduite).

L est formée des colonnes pivots de la matrice A obtenues lors de I’échelonnage
(sans échange de lignes), divisée par le coefficient du pivot.



Constructionde L et U

Exemple : On échelonne dabord A pour obtenir U sans échange de lignes

2 2 1 1 2 2 2 1 1
A= 6 3 0 1 ]_,V 0O -3 -3 -2
-2 1 1 2 3 O 3 2 3
—4 2 4 2 1 0 6 6 4
1 C2

2 -3 -1

1 0 0

| 3 10
L= -1 -1 1
2 -2 0

On a maintenant tous les ingrédients pour résoudre Ly = b suivie de U% = ¥

2 2 2 1 1 2
5 10 =3 =3 -2 -5
5 0O 0 —1 1 0
5 0O O 0 0 -5

C3 Ca

_ O O O

-



Exemple 7 :

2x +2y+ z=1
6x —2y+3z=1
4x +4z =1

a) Trouvez la factorisation A = LU

b) Résoudre le SEL a P’aide de la factorisation.



La factorisation LU est une méthode permettant de résoudre rapidement une suite
de systémes d’équations linéaires possédant la méme matrice de coefficients :

Afl — El A)?Z — 1_9)2 A.)_C)p — I_?)p

-

Idée 1: Calculer A~ et trouver les solutions par x; = A~ 1b;

Idée 2 : Ecrire A = LU et résoudre Ly; = Bi et Ux; = y;

Bien que la premiere idée semble plus simple, la seconde peut étre beaucoup plus
efficace pour résoudre numériquement de gros systemes.



Vitesse de calcul

On peut estimer le nombre d’opérations (flops) nécessaires aux calculs de chaque
méthode pour 4,,,, avecn > 1:

Idée 1: Calculer A~ et trouver les solutions par x; = A~ 1b;

~2n3 flops ~2n* flops

Idée 2 : Ecrire A = LU et résoudre Ly; = Ei et Ux; = y;

2
~§Tl3 f|op5 ~2n? flops

Deux autres avantages pour LU :
. b > . p) -1
* Moins d’erreur d’arrondissement qu’avec A

» Sila matrice A est creuse (contient beaucoup de 0), le gain de vitesse est beaucoup plus important



3.4 Systemes dynamiques discrets

Les hérons garde-boeufs et les buffles d’Afrique ont une relation de symbiose. Le
premier se nourrit d’insectes sur le dos des buffles et lui permet donc de
s’alimenter tout en débarrassant le mammifere d’insectes dérangeants.




Exemple 8:Notons Hj, et By les populations de hérons et de buffles apres k années.
On modélise I’évolution des populations par le systeme d’équations suivant.

Hk+1 — Ong + O8Bk
Bk+1 — OZHk + 1lBk

a) Ecrivez le systéme d’équations sous la forme matricielle Py, = AP},.

b) Que fait la matrice A? et A%?

c) Calculez Pygsi Py = (112).

d) Calculez P4g si Py = (112).

e> Calculez PlO S PO = (12)

f) Utilisez vos réponses précédentes pour commenter sur la relation de symbiose.
Est-ce qu’une espece a plus besoin de l'autre ?



Exemple 9 : Considérons un pays avec trois partis politiques P, Q et R. Le diagramme
suivant représente les changements de préférence des électeurs entre deux élections.
Notons Py, Qy et Ry, les pourcentages de vote pour chaque parti a la k'€ élection.

a) Exprimez le SEL qui donne Pyiq1,Qry1, Ry 0.6
en termes de Py, Oy, Ry,.
, P
b) Ecrivez le sous forme matricielle x;, ., = Axy.
0.2 0.4
c) Si P, =40% et Q; = R; = 30%, trouvez les 0 0
prédictions des résultats pour les 4 prochaines /.9_2\
élections. R Q
G
d) Existe-t-il un état stationnaire pour ce 0.6 0.6

systeme? Si oui, calculez-le. (i.e. un état qui
reste le méme a chaque année)



Ex 10 : On modélise une population de lapins de la fagon suivante :

* La moitié des nouveaux-nés survivent a leur premiere année;

 De ceux-ci, la moitié survivent a leur deuxieme année;

* Ladurée de vie maximale d’un lapin est de 3 ans;

» Les lapins ont 0,6 et 8 bébés respectivement lors de leurs 1¢¢, 2¢ et 3¢ année de vie.

On note a lan k : x; le nombre de nouveaux-nés, y, le nombre de lapins d’un an et
Z;, le nombre de lapins de deux ans.

a) Ecrivez un systéme d’équation linéaire sur xi, vy, z, et Xp.q, ,Z ui
ko Yier Zk k+1 Yik+1) Zk+1

modélise I’évolution de la population de lapins.
Xk

b) Ecrivez Pévolution du systéme sous la forme py.q = Apy, ol Py = | Yk
Zk
c) Si Proz0 = (8,3,2)T, calculez pyg30 €t comparez la proportion de x,y,z sur la
population totale en 2020 et 2030.

d) Si P20 = (16,4,1)T, calculez p,g3¢ €t comparez la proportion de x,y,z sur la
population totale en 2020 et 2030.
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