MAT?380

Algebre Linéaire

Jean-MichellLemay

jean-michel.lemay@etsmtl.ca




Chapitre 8 :

Orthogonalité et moindres carrés

« 8.1 Rappel sur le produit scalaire
* 8.2 Complement.orthogonal

* 8.3 Projection orthogonale

« 8.4 Bases orthogonales

e 8.5 Meéethode des moindres carres




e (Calculer des compléments orthogonaux

e Calculer des décompositions orthogonales

* Appliquer le procédé de Gram-Schmidt

 Résoudre des problemes a 'aide de la méthode des moindres carrés

Mots clés : Complément orthogonal, projection orthogonale, décomposition
orthogonale, base orthonormale, méthode des moindres carrés




Si un systeme d’équations linéaires Ax = b n’a pas de solution, peut-on trouver
une approximation X pour que AXx soit le plus proche possible de b ? (AX = b)

Ceci demande de trouver le point d’un sous-espace le plus pres possible de b.

W = col(A)



Modélisation de données

Plusieurs problemes de modélisation de données peuvent étre du type Ax = b

Régression linéaire Orbites elliptiques

L/




Rappels : Soient a = (ay, ...,a,)" etb = (by, ..., b,))" deux vecteurs de R™.

e a-b= ||a|| ||b||COS(Q) ou 6 est le plus petit angle entre les deux vecteurs.

° a- b = a1b1 + azbz + -+ anbn
* dotp(a,b) surla Tl

e |lall=va-a=+a?+-+a?
 dist(a,b) = ||b — al|

* Vecteur v est unitaire si: ||v|]| =1

a

i est toujours unitaire pour a # 0



 Deux vecteurs sont orthogonaux (perpendiculaires) si et seulement si leur produit

scalaire est nul.
a
albesa-b=0 '._ b

 Laprojection de b sur a est donnée par

b b-a L
projab = T a a




Exemple 1:

a) Donnez un vecteur unitaire dans la direction de u.
b) Déterminez si les vecteurs sont orthogonaux.

c) Calculez la projection de w sur v.



On s’intéresse dans cette section a une notion importante pour la suite :

Comment trouver tous les vecteurs qui sont orthogonaux a un ensemble de vecteurs donnés ?

Definition : Soit W un sous-espace vectoriel de R™. Le complément orthogonal de W
est le sous-espace vectoriel* contenant tous les vecteurs orthogonaux a ceux de W :

Wtr={veR"v-w=0 Vw e W}

*Remarque : || n’est pas évident a priori que W+ est un sous-espace vectoriel. On pourrait le montrer.



Exemples de compléments orthogonaux :

W :droite dans R? W :droite dans R3 W :plandans R3
W: droite dans R? W+: plan dans R3 W+: droite dans R3

WJ_

%%
WJ_ W WJ_

Remarques: (WHt =W et dimW +dimW+ =dimR".



Theoreme:

Si W = col(A4) alors W+ = Nul(A").

Remarque : Calculer Nul(A") revient a résoudre un SEL.

De plus, si W est engendré par les vecteurs vq,v,,...,v,, on peut former une

| |
matrice A = (vl vn> de telle sorte que W = col(A).
| |

Preuve :



| |
Preuve: Soit W = col(4) et A = <v1 vn).

Alors,

x € Nul(AT)  ATx =0



Exemple 2 :

1 —2
a) TrouvezW=LsiW = Span{ (7) ( 3) }
2 1

1
b) Trouvez tous les vecteurs orthogonaux a v = ( 1 )
—1



Comment calculer le x;, € W le plus proche de x € R" ?

Definition : Soit W un sous-espace vectoriel de R" et x € R". La projection
orthogonale de x, notée xy,, est le vecteur de W le plus pres de x.



Théoreme : Soit W un sous-espace de R™ et x € R™. Il existe une unique
décomposition orthogonale de x :

X=Xy + Xyl

Ou xy,1 € W et dist(x,xy) = ||xyL]l-




Exemple 3 : Soit W qui correspond au plan xy dans R3.

a) A quoicorrespond Wt ?

1
b) Donnez la décomposition orthogonale de a = (2) par rapport a W.

- W

c) Donnez la décomposition orthogonale de b = (4) par rapport a W.

-

NN O O

d) Donnez la décomposition orthogonale de ¢ = ( ) par rapport a W.



Théoréme : SiW = col(A), alors

ATAc = ATx

Peut se résoudre pour ¢ et donne la projection orthogonale via xy, = Ac.

Algorithme : SiW = span{vy, ..., v} et x € R™ Alors xyy =7 et xyL =7

| |
1. Construire la matrice A = <v1 vk> pour qgue W = col(A).

| |
2. Calculer ATA et AT x.

3. Résoudre AT Ac = AT x pour c. Choisir un ¢ s’il y a plusieurs solutions.

4. Alors xy, = Ac et x,1 = x — Xy.



Preuve : Soit W = col(A) alors W+ = Nul(A").
Alors x = xy + x,,,. donne que
Xyt =x —xy € Nul(A")
AT(x —xy) =0
ATx = ATxy,
Mais xy, € col(A) alors il existe c € R™ tel que x, = Ac. Donc,

ATx = AT Ac.



Exemple 4 : Soit W la droite engendrée par le vecteur u = (;)

a) Calculez la décomposition orthogonale de a = (_Z) par rapport a W.

b) Calculez la projection proj,(a).

c) Queremarque-t-on en comparant les deux réponses ?



1 1
Exemple 5 : Soit W le plan engendré par u = ( 0 ) et v = <1>

—1 0
1
a) Calculez la décomposition orthogonale de x = <2> par rapport a W.
3

b) Calculez |la distance entre x et W.



Les projections s’expriment beaucoup plus facilement lorsqu’on travaille avec des vecteurs
orthogonaux.

Définition : Un ensemble de vecteurs non-nuls {vy4, ..., v, } est dit
* Orthogonalsiv; -v; =0 Vi,j,

« Orthonormal si en plus chaque vecteur est unitaire : ||v;|]| = 1 Vi.

Remarques:
 Un ensemble orthogonal est automatiquement linéairement indéependant.

* On peut facilement normaliser chaque vecteur en divisant par sa norme :

Vi
lvill




Exemple 6 : Considérons la base canonique de R3:
1 0 0
e1 =10 e, =11 e3=|0
0 0 1

a) Vérifiez que c’est une base orthogonale.

b) Vérifiez que c’est une base orthonormale.



Comment obtenir une base orthogonale ?
Soit {wq,w>, ..., Wi} une base de W . Alors on peut construire

u;s = wq
Uu, = w —WZ'ulu
2 — W2 — 1
Ui - uq
W3 - Uq W3 - Uy
Uy = Wy ———mmmMMU1 ————™™@8@™Uu
3 3 Uq - Uq 1 Uy - Uy 2
k-1

Uy = Wy — z Projy; (W)
i=1

de telle sorte que {uq,u,, ..., Uy} est une base orthogonale. (Animation)


https://www.youtube.com/watch?v=Ys28-Yq21B8&ab_channel=1ucasvb

Exemple 7 : Voici une base d’un sous-espace W.
1 1
V1 = 1 Uy = 1
0 1

a) Construisez une base orthogonale de .

b) Construisez une base orthonormale de W.

3
c) Ajoutez vz = <1> et utilisez le procédé Gram-Schmidt pour construire une

1
base orthonormale de R3.



Theoreme : Soit {u,,..,u;} une base orthogonale de W. Alors la projection
orthogonale xy, peut sa calculer par :

X Uq n XUy n n X U
Xw = Uu1 Uu»
w uq - UuUq Uz - Uy U - U

Ug

Remarques:
 Chaqgue terme est une projection de x sur un vecteur de la base.
o Sila base est orthonormale, alors les denominateurs sont tous 1 :

Xw = (x-upuqg + (x-ux)u, + ..+ (x - up)uy



Exemple 8 : Soit W le plan engendré par

() el

a) Vérifiez que ces vecteurs forment une base orthogonale.

2
b) Calculez la projection orthogonale de x = < 3 > sur W.
—2



Exemple 9 : Voici une base orthogonale de R3 :

() ()0

3
Calculez [x]g si x = (2)
0

Suggestion : Pensez a B comme une base d’un sous-espace vectoriel et calculez la
projection orthogonale de x sur ce sous-espace.



Si un systeme d’équations linéaires Ax = b n’a pas de solution, peut-on trouver
une approximation X pour que AXx soit le plus proche possible de b ? (AX = b)

Ceci demande de trouver le point d’un sous-espace le plus pres possible de b.

.W = col(A)




Exemple 10 : Soient trois points (1,1), (2,1) et (3,3). On cherche la droite qui modélise le mieux le nuage

de points.

a) Représentez graphiqguement les trois points. Existe-t-il une droite qui passe par les trois points ?

b) Posons y = mx + ¢ I’équation de la droite cherchée. Créez un SEL de trois équations pour metc a
I’aide des trois points.

c) Ecrivez le SEL sous la forme Ax = b. Remarquez qu’on cherche x.

d) Echelonnez le systéme. Existe-t-il une solution ?

e) On en déduit que b n’appartient pas a col(A). Trouvez une base de col(A) et calculez la projection
orthogonale b y;(4).

f) Résolvez le systeme Ax = b ,;(4). On note la solution X.

g)

Représentez graphiquement la droite y = mx 4+ ¢ qui correspond a X dans le méme graphique qu’en a).



On cherche la droite y = mx + ¢ modélisant les points (x;, y;).

1 X1 c V1
SiA=|1 x, || x= (m) et b =| Y2 | donne un systeme incompatible,
1 X3 Y3

c + mxq V1
alors on cherche une approximation Ax = (C + mx2> ~ <YZ> = b.
c + mxs V3

La projection orthogonale b 4y nous a permis de trouver le X qui minimise dist(AX, b).

.W = col(A)




Qu’est-ce que ¢a représente « minimiser dist(AX, b) » ?

dist(b,Ax ) = ||b — AX|| = \/(}’1—(mx1 +¢)) %2+ (y—(mxy +¢)) % + (y3—(mx3 + ¢)) 2

On minimise la somme du carré des distances entre les points (x;,y;) données et les
points de la droite choisie : (x;, mx; + ¢). D’ou le nom : méthode des moindres carrés.

4+




Comment trouver la meilleure approximation Ax ~ b ?

La solution moindres carrés X qui fournit la meilleure approximation s’obtient a l'aide d’une
projection orthogonale b, 4y et en résolvant AX = b, (a).

On a vu deux fagons de calculer des projections orthogonales.

Méthode 1 : Résoudre ATAx = AT b.

Methode 2 : Si les colonnes de A forment une base orthogonale {u4, ..., uy}, alors

T

_ b-u;y b-u, b - u,

xX = , .
Ug U1 Uz " Uy U - Uy

Remarque: La premiere méthode fonctionne toujours, tandis que la seconde a une condition.



Exemple 11 : Trouver la solution moindre carré au systeme Ax = b ou

1 0 1 0
[0 1 1 |1
A‘—1o1 b‘3
0 —1 1 4



Gauss a développé la méthode des moindres carrés pour prédire la trajectoire elliptique de astéroide Céres alors
qu’elle passait derriere le soleil en 1801. Regardons comment la méthode fonctionne dans un exemple similaire.

Exemple 12 : Trouver la trajectoire elliptique d’un objet dont on a mesuré les
positions suivantes : (0,2); (2,1); (1,—-1); (—1,-2); (—3,—1) et (—1,—1).

(0,2)
—3,1
( PS ) (_1. 1) e(2,1)
.(13_1)
(—1,-2)

Note : L’équation d’une ellipse peut s’écrire sous la forme :

x4+ By?+ Cxy+Dx+Ey+F = 0.



Remarque : Lellipse trouvée minimise la distance verticale entre le paraboloide et
les points données.

Graphiques disponibles a la fin de cette page


https://textbooks.math.gatech.edu/ila/least-squares.html
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