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Factorisation de polyndmes et simplification de
fractions rationnelles

1.3, CALCUL ALGEBRIQUE DES LIMITES

Exercices

L17  Calculez les limit

) b

(b) lim

=)

(x:
(©) LIIAQ‘

2h° +4h* +5h
N oL

h

2h* +4h* +5h
h

-3)2x+1)

(x=3)

vantes al'aide de

@) Jim 0 ~ax®)

. 500¢
() lim
10421

) lim e
P +10
" 20 4+31+1

©

118 Considérezla fonction suivante. Ne racez pas tout de suite son graphe avec la calculatrice.

(@) De quel type de fonction sagit-il: fonction

12x+5

S =S

polynomiale ou fraction rationnelle?

(b) Donnez le domaine de f.

(© Y a-t-il une asymptote verticale au graphe de % Si oui, quelle est son équation? Sinon,
expliquez pourquoi. Pour répondre d cette question, il vous faut évaluer une ou des limites.

(@) Y a-t-il une asymptote horizontale au graphe de f2 Si oui, quelle est son équation? Sinon,
expliquez pourquoi. Pour répondre a cette question, il vous faut évaluer une ou des limites.

() Faites tracer le graphe de f pour valider vos réponses.

L19 Trouvez, en justifiant la répanse, les trous dans le graphe de et les asymptotes au graphe de

fsilyena.
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* Une fonction est dite rationnelle s’il
s’agit d’un quotient de polynémes

* Pour répondre a toutes ces
guestions, on doit savoir
¢ évaluer une fonction,

e déterminer le domaine d’une
fonction,

* factoriser un polynéme et
* simplifier un quotient de polyn6mes

Exemples, evaluation d’une fonction
En général :
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Dans le calcul d’'une limite :
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L’ordre de priorité des opérations
Lorsqu’on effectue une suite d’opérations sur des nombres réels, on doit respecter 'ordre
de priorité suivant.

1. On commence par effectuer les opérations situées a Iintérieur des parenthses.

La barre d’une fraction, un radical ou une valeur absolue joue le role de parenthéses.
2. On calcule ensuite les puissances (exposants).
3. On poursuit avec les multiplications et les divisions de gauche a droite.
4. On termine avec les additions et les soustractions de gauche a droite.

Lorsqu'on veut modifier cet ordre, on introduit des parenthses.

— « forme indéterminée
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Factoriser un polyndbme

Quelques techniques utiles
* Mise en évidence des facteurs communs
* Inspection (technique produit-somme)
* Produits remarquables

Aide-mémoire algebre et trigo

Opérations arithméti :
pérations m quesa o wdibe (as byt = ﬁ n 25bE ol n :L [g2_b2}:(a—b][a+b)
ab+c)=ab+ac —t+== k=0\k k| kl(n-k)!
b d bd 3 5 5
at+h a b alb a d ad .r+a)(.\‘+b}=x2+(a+b]x+ab‘ (a -b3}=[ﬂ—b)((l +ab+b?)
=—4— —_———X—_= — 2 2
c c ¢ cf b ¢ c 2 (.. A A .
+A,\_(,\+;' T (complétion de carré) (a3 +b3) = (a+b)(a® - ab+1?)

(a+b)2=.:12+2a.b+b2 (a—b)2=a2—24b+b2

Opérations arithmétiques

T a E_ad+bc
a c)=ab+ac b+d_ b
a+b75 5;1 a!b7E Ef“d

Distributivité et mise en évidence “-i a5 %" 5

Aide-mémoire algebre et trig

Distributivité : un facteur se distribue sur des termes

@-(3x+)=@3x +@-5 = 2-3.x-x-42-5-x=6x" +10x

2 DEVELOPPER
(transformer un produit en somme)
EE——

FACTORISER
(transformer une somme en produit)

Mise en évidence : on sort un facteur commun a tous les termes




Tiré des
notes de
cours de
MAT144

Exemple 2.7 ]
Pour chacun des polynomes suivants, effectuez la mise en évidence de tous les facteurs communs.
(a) 5a* — 322 (d) 10z* + 302° — 222
(b) 2%(1— ) +5(1—x) (e) 2-(3x+1)-3-(1—22)+ (3z+1)*. (-2)

(¢) 5z%y +30y% + 10y

Solution :
(a) 22 est le seul facteur commun aux deux termes.
522 . 2% — 322 = x* - (52° — 3)

Validation. On s’assure que la mise en évidence est juste en distribuant le facteur commun

sur 'addition (faites-le) et qu'on obtient l'expression de départ.
(b) (1 — ) est le seul facteur commun aux deux termes.

21 —z)+5(1—2)=(1—-2) (2 +5)
(c) 5 et y sont les seuls facteurs communs aux trois termes.
Sa?y+5-6-y-y+5-2-y=>5y(a? +6y+2)
(d) Les facteurs communs aux trois termes sont 2 et z2.
10z + 3023 — 222 = 522 - 222 + 152 - 222 — 1 - 222 = 222 . (6:1:2 + 15z — 1)

(e) L'expression a factoriser est celle qu'on obtient lorsqu'on utilise les régles et les formules

de dérivation qui sont vues dans un premier cours de calcul différentiel. Elle contient deux
termes dont les facteurs communs sont 2 et 3x + 1.

2.(3z+1)-3-(1-20)+ Bz +12-(=2) = 2-(Bx+1)-[3-(1-22) + (32 + 1)(-1)]
2-(3z+1)-[3—-6z—3zx—1]
2(3z + 1)(2 — 9z)

Exemple 1.11 de MAT145

o (x%2-=2x
im| ———
=2\ (x— 2)3

Factorisation par mise en évidence du facteur x.

0
limite de la forme 0

. X 2
= lim|—— limite de la forme —
=2\ (x—2)2 0+

= o0

Pour lever I'indétermination, on factorise le numérateur et
on simplifie un facteur (x-2) qui est commun au
numérateur et dénominateur.
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Exemple 1.12 de MAT145

lim|——| = Ilim

4x+ 10 ( 4+1—)?)
x—oo\ 2x+1 x—»cc\

= lim (
S| 2]
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Inspection (technique produit-somme)

Tiré des (x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab

notes de
cours de . o 2.5
xemple 2. |
MAT144 Factorisez les trinomes suivants dans les entiers.
(a) 2%+ 11z +30 (b) 22 —4r -5 (¢) *—9z+ 14 (d) 22 +32+5
facteurs de 30 || 1et 30 | 2et 15 | 3et 10 [ 5et 6 2% + 1la + 30 = (x + 5)(z + 6)
somme des facteurs || 31 7 | 13 | n
facteurs de -5 —letd | 1let =5 2?4z —5= (z+1)(x—5)
somme des facteurs 4 ‘ —4
facteurs de 14 || 1et 14 | —let —14 | 2et 7| —2et -7 22— 9r+1d=(z—2)(z—T)
Aide-mémoire algébre et trigp somme des facteurs || 15 | —-15 9 -9
non ek n n facteurs de 5 | leth | —let =5
b = n=kpk ot ( -
(a+b) f;o(k u k)T -k somme des facteurs || 6 —6
(x+a)(x+b)= xzj; (a+b)x+ ab‘
2 +Ax= (x+ ﬂ] S (complétion de carré) impossible de factoriser 2% + 3z + 5 dans les entiers.
4
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MAT144 Exemple 2.16
Quels sont les domaines des fractions rationnelles suivantes 7
2z -1
() =
Solution :
(a) Puisque le dénominateur est 4, il ne s’annule jamais. Le domaine de la fraction est donc R.
(b) On factorise le dénominateur
z+2 42
24+2-2 (z+2)(z—1)
et on utilise la régle du produit nul,
(z+2)(z—1)=0 << z+2=00cuz—-1=0
= r=-2ouz=1
Les valeurs —2 et 1 annulent done le dénominatenr (2+2)(x —1) et le domaine de la fraction
rationnelle est alors R\ {—2;1}. |
Tiré des Exemple 6.19 |
notes de Déterminez les équations de toutes les asymptotes verticales an graphe de la fonction
cours de L at-z-2
MAT144 I =mress

Solution :

On détermine d’abord le domaine de la fonetion. Dans ce cas, le dénominateur x? +4x +3 se factorise

facilement par inspection x% + 4 + 3 = (z + 1)(x + 3) et, par la régle du produit nul,
(x+1)z+3)=0+&==r=—1lomzr=-3

on trouve que le domaine est B\ {—1; —3}.

Asymptotes verticales
potentielles...
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. R A — _
puisque T -r—-2 _ _(:.t:-i—‘I]_(.r 2) _x—2 Sadt-1
w2 4+4r+3  (z+1)(x+3) x+3
on trouve
) 2 —x—2 . r—2 -—3t—-2 5
lim - = lim = = —=—r0
z——3+ = +4r+ 3 -3+ + 3 -3t +3 0t
tandis que
i 2’ —z—2 g 22_-L -2 -8 3 .
im —————— = lim = = —=—==-15
cs—1- 124+ 4r+3 r——1—- T+ 3 —-1-4+3 2 2 ’
et
i z? — 1 — 2 i 2 -1*-2 -3 3 r
im ———— = lim = = =——==-15
a1+ 2 +4r + 3 za—1t T+ 3 -1t +3 2 2 '

Utilisation des produits remarquables

Factorisations et développements

(a*-b?) =(a-b)(a+h)
(a3—b3)=(a-b)[a2+ab+b2]

Aide-mémoire algebre et trigo (a®+b%) = (a+b)(a® - ab+b?)

(@a+b?=a?>+2ab+P* (a-b?=a>-2ab+b*

(a+ b =a®+3a°b+3ab®+ b3
[a—b)3=a3—3a2b+3ab2—b3
[a+b)4 =at+4a3b+6a2 P +4ab® + b1

n_"nn—kk~n_ n!
(a+b) ‘,Eﬂ(k)“ b ou[k]_k!(n—k]l

Ex+a)[x+b)=x2+(a+zb]x+ ab

2 A A )
x4+ Ax=|x+ ey s (complétion de carré)




(a+b}l2=.1;12+2&r1:f+b2 {a—b)2 =a®-2ab+b*

Tiré des
notes de Aide-mémoire algébre et trigo
cours de
MAT144
Exemple 2.13 |
Factorisez les carrés parfaits suivants.
(a) 22 +62+9 (b) 422 — 20x + 25
Solution :
a) On soupgonne qu’il s’agit d'un carré parfait (somme), car 22 et 9 sont des carrés parfaits et
O il s’agit d° ¢ parfai 2et9 1 fi
6z =2 (z-3), c'est-d-dire A =z et B=3.
24 6e+9=24+2-(2-3)+32=(z+3)?
Validation. On effectue la multiplication
(x+3)7=(z+3)(z+3)=2"+32+32+9=2+62+9.
(b) On soupgonne qu'il s’agit d’un carré parfait, (différence), car 422 = (2)? et 25 = 52, c’est-
d-dire A =2xet B=05.
4x? — 20z 425 = (22)? — 2. 225+ 5% = (22 — 5)?
Tiré des Exemple 2.14
notes de Factorise’z les différences et la somme sutivantes. ‘ ‘
cours de (a) 2% —25 (b) 9 — 16x2 (¢) z®+125 (d) 64z — 27
MAT144

Aide-mémoire algebre et trigo
(a®-b?) =(a-b)(a+b)

Solution :
(a) On écrit d’abord 22 — 25 comme une différence de carrés o A =z et B =5.
-2 =2 -5=(z—5)(z+5)
(b) 9 — 1622 est une différence de carrés avec A =3 et B = da.
9 — 1622 = 32 — (42)% = (3 — 42)(3 + 4x)
(¢) x® 4 125 est une somme de cubes oit A =z et 3 = 5.
B4125 = 2345

(x+5)(2% —2-5+57%) on utilise le produit remarquable
= (z+5)(22—52+25) on simplifie

Pour savoir si #2 — 5z + 25 se factorise, on calcul le discriminant

b2 — 4.::.(:| = (=5)2 — 4(1)(25) = 25 — 100 = —75 < 0.

a=1b=-5,e=25 o

Puisquil est négatif, 22 — 52 + 25 est irréductible. Le polyndme est donc complétement

(33 = bﬂ) =(a-b) [QZ +ab+ bz) factorisé.
(a®+b3) = (a+b)(a® - ab+ b?)

2% +125 = (z + 5)(2? — 5z + 25)
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MAT144 (d) 64z — 27 est une différence de cubes ot A = 4z et B = 3.

(a®>-b*)=(a-b)(a+b)
(a®*-b3) = (a-b)(a®+ ab+b?)
(a®+b3) = (a+b)(a® - ab+ b?)

642% — 27 = (dz)* -3
= (42 — 3)((42)% + (42)(3) + 3%) on utilise le produit remarquable
= (4z —3)(162% + 122 + 9) on simplifie

Pour savoir si 16z + 12z + 9 se factorise, on calcule le discriminant.

b — dac =192 — 4(16)(9) = —432 < 0

a=16,b=12,c=9

On en conclut que 162> 4+ 12 + 9 est irréductible et que
64a® — 27 = (4z — 3)(162” + 122 +9)

est compléetement factorisé.

Exemple 1.14 de MAT145

Factorisation d’une différence de carrés

(t44)(t +4)

lim

t—4 A4
lim(z+4)
t—4

4+4

8

Dom(f) = ]-o00;4[ U ]4;00[ = R\{4}
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1.3. CALCUL ALGEBRIQUE DES LIMITES 31
Exercices
1.17 Calculez les limites alaide de ipul
20 +4h* +5h im (x* - 4x° 20 +3r+1
(@ lim=—/——— 2% (d) Jim (x°—4x7) () lim %
h—0 h 5007 =0 46
(e) lim ——
 2h+4n*+5h e 10421 s o -1
(b) lim ——— 43420 @ lim——r-r
(==} ) lim (=
t—oo —13410
© lim (x-3)(2x+1) : 20 43041 ) "mxz—lﬂ)H-ZS
— (x-3) ® Jlim—m = L Epren
1.18 Considérez la fonction suivante. Ne tracez pas tout de suite son graphe avec la calculatrice.
12x+5
x) =
flx) P
(a) De quel type de fonction s'agit-il: fonction expo ielle, logarithmi tri; ique,
polynomiale ou fraction rationnelle?
(b) Donnezle domaine de f.
(c) Y a-t-il une asymptote verticale au graphe de f? Si oui, quelle est son équation? Sinon,
expliquez pourquoi. Pour répondre a cette question, il vous faur évaluer une ou des limites.
(d) Y a-t-il une asymptote horizontale au graphe de f? Si oui, quelle est son équation? Sinon,
expliquez pourquoi. Pour répondre a cette question, il vous faut évaluer une ou des limites.
(e) Faites tracer le graphe de f pour valider vos réponses.
1.19 Trouvez, en justifiant la réponse, les trous dans le graphe de f et les asymptotes au graphe de
fsilyena.
@ fin x%-10x+25 @ o -2x%4x-2
@) flx)=—— (1) = —
x-5 g x-8
—6x+13 23 —ax?+2
b = —_— s
O fo=—rry b fE ==y
fioy= P-ax-12
©) I= e
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