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1.3. CALCUL ALGEBRIQUE DES LIMITES 31

Exercices

1.17 Calculez les limites suivantes 4 l'aide de manipulations algébrigues.

 Une fonction est dite rationnelle si elle est
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1.18 Considérez la fonction suivante. Ne tracez pas tout de suite son graphe avec la calculatrice. * Poyr rep(.)ndre a tOUteS Ces queStlonS’ On
12545 doit savoir

o e évaluer une fonction,

e déterminer le domaine d’une fonction,

 factoriser un polynéme et

* simplifier un quotient de polynébmes
(une fonction rationnelle)

flx)=

{a) De quel type de fonction s'agit-il: fonction exponentielle, logarithmique, trigonométrique,
polynomiale ou fraction rationnelle?

(b) Donnezle domaine de f.

{c) Y a-t-il une asymptote verticale au graphe de f? 5i oui, quelle est son éguation? Sinon,
expliquez pourquoi. Pour répondre d cette question, il vous faut évaluer une ou des limites.

(d) Y a-t-il une asymptote horizontale au graphe de f? Si oui, quelle est son équation? Sinon,
expliquez pourquoi. Pour répondre d cette question, il vous faut évaluer une ou des limites.

(e) Faites tracer le graphe de f pour valider vos réponses.

1.19 Trouvez, en justifiant la réponse, les trous dans le graphe de f et les asymptotes au graphe de

fsilyena.
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Exemples, évaluation d’une fonction
En général :

2 — 1 25) -1 10—1 9
r+1 r=>5 (5)_|_]_ 6

=15

L’ordre de priorité des opérations
Lorsqu’on effectue une suite d’opérations sur des nombres réels, on doit respecter ’'ordre
de priorité suivant.

1. On commence par effectuer les opérations situées a l'intérieur des parentheses.

La barre d’une fraction, un radical ou une valeur absolue joue le role de parenthéses.

2. On calcule ensuite les puissances (exposants).

3. On poursuit avec les multiplications et les divisions de gauche a droite.

4. On termine avec les additions et les soustractions de gauche a droite.

Dans le calcul d’une limite :

Lorsqu’on veut modifier cet ordre, on introduit des parenthéses.

X2 -2x 4—4 0 o o
Iim—— = — = — «— formeindéterminée
x—2 (x—=2)3 (2-2)3 0



Factoriser un polyndme

utile pour trouver le domaine et pour simplifier une fraction rationnelle

Quelques techniques utiles

* Mise en évidence des facteurs communs

* Inspection (technique produit-somme)
* Produits remarquables

Aide-mémoire algebre et trigo

Opérations arithmétiques TR 7 7
(b+c)=ab+ a,c_adrbe k"= lk)“"_kbkou sz - R
a c)=ab+ac T Y =0 (n-k)!
atb_a b alb_a_d_ad (x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab
=t “d b be A)- A-
¢ € ¢ cf b ¢ be 2+ Ax= [x+ 5] R (complétion de carré)

(a®> - b?) = (a-Db)(a+b)
(a® - b3) = (a-Db)(a? + ab+ b?)
(a3 +b3) = (a+b)(a® - ab+ b?)

(a+b)2=a?+2ab+b* (a-b)?=a%-2ab+b?




Distributivité et mise en évidence

Distributivité : un facteur se distribue sur des termes

(@

3x

_I_

Opérations arithmétiques

a ¢ ad+bc
a(b+c)=ab+ac E+E= b
atb_a b ab_a d_ad
c c c cld b ¢ be

- ox}3x 21

)
——

DEVELOPPER
(transformer un produit en somme)

FACTORISER
(transformer une somme en produit)

-~ Aide-mémoire algebre et trigo

= 2.3 x-x-42-5-x=6x>+10x

Mise en évidence : on sort un facteur commun a tous les termes
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Exemple 2.7 |
Pour chacun des polynomes suivants, effectuez la mise en évidence de tous les facteurs communs.

(a) Saz* — 322 (d) 10z* + 302° — 22?
(b) z%(1—xz)+5(1 —x) () 2-(3x+1)-3-(1—22)+ 3z +1)?- (-2
(¢) ba?y + 30y% + 10y

Solution :
(a) a? est le seul facteur commun aux deux termes.
5 o , 5 .
5x? . x® — 32% = 2* - (53?2 —3)

Validation. On s’assure que la mise en évidence est juste en distribuant le facteur commun
sur 'addition (faites-le) et qu’on obtient I'expression de départ.

(b) (1 — x) est le seul facteur commun aux deux termes.
221 —2)+5(1 —x)=(1—x)- (2*+5)
(c) 5 et y sont les seuls facteurs communs aux trois termes.
S5x2y+5-6-y-y+5-2-y=>5y(x?+6y+2)
(d) Les facteurs communs aux trois termes sont 2 et z2.
10x* + 3023 — 222 = 522 - 22° + 152 - 202 — 1 - 207 = 222 - (5a? + 15z — 1)
(e) L’expression a factoriser est celle qu'on obtient lorsqu’on utilise les régles et les formules

de dérivation qui sont vues dans un premier cours de calcul différentiel. Elle contient deux
termes dont les facteurs communs sont 2 et 3z + 1.

2.(3z41)-3-(1-22)+@Br+1)2-(=2) = 2-3z+1)-[3-(1—22)+ 3z +1)(-1)]
= 2:(3z+1)-[3—-6z—3z—1]
= 2(3z+1)(2—9z)




Exemple 1.11 de MAT145

Factorisation par mise en évidence du facteur x.

—

C(x*-2x o (lx-(x=2) . 0
lim 3 = lim limite de la forme —
x—2\ (x —2) x—2\ (x—2)3 0

N . 2
= lim ) limite de la forme —
x—2\ (x —2)2 0t
= 0

Pour lever I'indétermination, on factorise le numérateur et
on simplifie un facteur (x-2) qui est commun au
numérateur et dénominateur.



Exemple 1.12 de MAT145
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Inspection (technique produit-somme)

Tiré des (x+a)(x+b)=x°+(a+b)x+ab

notes de
cours de o s
xemple 2. |
MAT144 Factorisez les trinomes suivants dans les entiers.
(a) 2%+ 11z + 30 (b) 2% — 42 -5 (¢) 2% — 9z + 14 (d) 22 +3x+5
facteurs de 30 || 1 et 30 | 2et 15 | 3et 10 | 5et 6 22 4 112 4 30 = (z + 5)(z + 6)
somme des facteurs || 31 | 17 | 13 | 11
facteurs de —5 | —letd | 1let -5 2 —dr—-5=(z+ 1)(z — 5)
somme des facteurs | 4 | —4
facteurs de 14 || let 14 | —let —14 | 2et 7| —2et =7 32 _ 95 1 14 = (¢ — 2)(z — 7)
Aide-mémoire algébre et trigo somme des facteurs || 15 | —~15 9 | -9
R N T T n facteurs de 5 || leth | —1 et =5
M ‘k§0 k)a d OulkJ_ k!(n-k)! somme des facteurs | 6 | —6

(x+ a)(x+b)=x2¢(atb)x+ ab

o impossible de factoriser z° + 3z + 5 dans les entiers.
2 +Ax= [x + 5] ~ = (complétion de carré)
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Exemple 2.16

Quels sont les domaines des fractions rationnelles suivantes 7

20 — 1

Solution :

(a) Puisque le dénominateur est 4, il ne s’annule jamais. Le domaine de la fraction est donc R.

(b) On factorise le dénominateur

T+ 2 T+ 2

224+rx-2 (z+2)(z—1)
et on utilise la regle du produit nul,
(+2)(x—1)=0 <= x+2=0o0uz—1=0
— x=—-2ouxz=1.

Les valeurs —2 et 1 annulent donc le dénominateur (x+2)(x —1) et le domaine de la fraction
rationnelle est alors R\ {—2;1}.




Tiré des

Exemple 6.19

notes de Déterminez les équations de toutes les asymptotes verticales au graphe de la fonction
cours de 229
MAT 144 @)= ez

Solution :

On détermine d’abord le domaine de la fonction. Dans ee cas, le dénominateur 2 +4x +3 se factorise
facilement par inspection x* + 42 + 3 = (z + 1)(z + 3) et, par la régle du produit nul,

(r+1){z+3)=0+=r=—-1ouzxr=-3

on trouve que le domaine est B\ {—1; -3}

Asymptotes verticales
potentielles...



puisque

on trouve

tandis que

et

*—x—2 (z+1)(z-2) x-2

= = 51 T —1
r?+4r+3 (z+1)(z+3) x+3 iz 7
2y — 2 r—2 3T -2 —D
lim = lim = = —00
st 2447 4+3 zo-a3tx4+3 —-3t4+3 0
y T2 hy T2 _-1m-2 -3 3 .
im = lim = =——==-1,5
s 1- T2+ 4r+3 1—:r—|—'?r —1-+3 2 2
2 +
—z—2 —2 —1t-2 - :
lim L - = lim * :—3:—32—1,5.

a1+ 124+ 47 +3 - 1—:r+'?r —1++3 2 2



Utilisation des produits remarquables

Aide-mémoire algebre et trigo

Factorisations et développements

(a®>-b*)=(a-b)(a+b)
(a3 -b3) =(a—Db)(a®+ ab+ b?)
(a®+b%) = (a+b)(a® - ab+ b?)

[a+b}2=a2+2ﬂb+b2 {a—b]2=:12—2::1b+b2

m+b]3=a3+3a2b+3ab2+b3
(a-b)2=a®>-3a2b+3ab®-b>
m+b]d=a4+4a3b+5a2b2+4ab3+bq
n n 1 n n!
+ B = n—kbl - _
@) k{'ﬂ(k)“ ““[k] ki(n— k)
(x+a}(x+b]=x2+(a+b]x+ab

2+ Ax= [x+ 5) e (complétion de carré)




Exemple 1.14 de MAT145

Factorisation d’une différence de carrés

P —16 (4D (t+ 4)
lim = lim
t—4 —14 f—4 t <4
= lim(r+4)
[—4
= 4+4
= 8

Dom(f) = ]—o00;4[ U ]4;00[ = R\{4}



1.3 CALCULALGE'HHJ‘QUE DES LIMITES 31

Exercices

1.17 Calculez les limites suivantes a |'aide de manipulations algébriques.

2h* +4h* +5h - —4x® 2 +3r+1
(@ lim ———————— () lim ("~ 4x°) (h) umTJ’
h—0 h S00t =0 46
() lim
bl i 2h* + 4h* + 5h t=co 10421 @ -4
—_— 1 1 —
(b) lim o © fim 413 420 lim —
t—oe —13 410
@ iy A=Y@ +D . 2 431+ 1 o 2 -10x+25
x—3 (x-13) () et} 0y g 0 :E-T:!; x-5

1.18 Considérez la fonction suivante. Ne fracez pas tout de suite son graphe avec la calculatrice.

12x+5
2x -8

flxy=

(a) De quel type de fonction s'agit-il: fonction exponentielle, logarithmique, trigonométrique,
polynomiale ou fraction rationnelle?

(b) Donnez le domaine de f.

(c) Y a-t-il une asymptote verticale au graphe de f? Si oui, quelle est son équation? Sinon,
expliquez pourquoi. Pour répondre d cette question, il vous faut évaluer une ou des limites.

(d) Y a-t-il une asymptote horizontale au graphe de f? Si oui, quelle est son équation? Sinon,
expliquez pourquoi. Pour répondre d cette question, il vous faut évaluer une ou des limites.

(e) Faites tracer le graphe de f pour valider vos réponses.

1.19 Trouvez, en justifiant la réponse, les trous dans le graphe de [ et les asymptotes au graphe de
fsilyena.

~ x*—10x+25 d _2x*-x+6 O -2xt4+x-2
@ flx)=—-—— (d) ﬂx}_—xz_;“éa ® f)=—F7fg 35—
Ml N 2% —4x2+2
b f0 = © 0= 5ex-9 W fO ===
¥ -4x-12 3xd+x+2

c) flx)= 3

v —Br_36 (f) flx)= 3

-8
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