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Supplément du volume 2 des notes de cours

7.3 Résolution d'équations différentielles a 1'aide de séries

Vous trouverez dans ce supplément au volume 2 le dernier chapitre de la matieére du cours de
MAT265 provenant de I'ancienne version des notes de cours (écrite il y a plus de 20 ans). Je
n'ai pas encore eu le temps de compléter la rédaction de la nouvelle version.

Vous constaterez que la facture et le traitement de la maticre est fait de fagon plus manuelle,
avec peu ou pas d'utilisation d'outils plus modernes. Pour compenser j'ai introduit apres la
page 260 un document supplémentaire illustrant 1'utilisation de la calculatrice TI-Nspire CX
CAS pour effectuer plusieurs des calculs nécessaires pour le traitement de la maticre de ce
chapitre (voir https://seg-apps.etsmtl.ca/nspire/introcours.html pour le cours MAT-265 pour
plus de documents de référence). J'ai également retiré certains exercices et annoté ou corrigé le
texte a certains endroits.

La numérotation des pages est ainsi plutdt chaotique. Quand des numéros de page existent, il
s'agit de mon ancienne numeérotation et s'il n'y a pas de numéros, il s'agit d'ajouts au texte ini-
tial.

Gilles Picard
Septembre 2022
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Sous certaines conditions (remplies par la plupart des fonctions rencontrées en génie), une fonc-

tion périodique peut s'exprimer comme une superposition (somme) de fonctions périodiques.

Lorsqu'un systéme linéaire est alimenté par une source périodique, on constate que — en
général— la dynamique du systéme est périodique. Cela se traduit mathématiquement par le fait
que la solution de I'équation différentielle linéaire associée au systéme linéaire est périodique. 11

est donc naturel de I'exprimer comme une superposition de fonctions périodiques.

Nous allons exprimer les fonctions périodiques sous forme de séries de Fourier, qui sont des
sommes convergentes de fonctions périodiques.

Si la solution d'une équation différentielle est périodique, nous 1'exprimerons sous forme de série

de Fourier et nous chercherons directement la série de Fourier de la solution.

8.1 Définitions et préalables

Définition 1: Une fonction y = f(x) est dite périodique s'il existe un nombre positif
P tel que f(x) = f(x+P) pour tout x.

Si, de plus, P est le plus petit nombre possédant cette propriété, alors
f(x) est de période P.

Exemple 1: a) y =sin x est périodique de période 21
b) y =cos x est périodique de période 2m

¢) y = cos(nx) est périodique de période 211E

d) y = sin(nx) est périodique de période %
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Prop. 1: Soit n un nombre entier. Si f(x) = f(x+P), alors f(x) = f(x+nP)
Prop. 2: Soit f(x) et g(x) deux fonctions périodiques de méme période P.

Alors h(x) = af(x) + b g(x) est également périodique de période P.
Prop.3: Si f(x) = f(x+P;) et g(x) = g(x+P,), alors h(x) = af(x) + b g(x) sera pé-

. P . :
riodique si et seulement si le rapport P_l est rationnel. Et alors la période
2

de h sera le plus petit nombre P tel que h(x+P) = h(x).

Exemple 2: a) f(x) = cos(2x) a ® comme période.

b) g(x) = sin(6x) a g comme période.

¢) h(x) = f(x) + 2 g(x) est périodique car 1?73 = 3 est rationnel; la période de

h(x) est 7.

Définition 2: Une fonction y =f(x) est dite paire si et seulement si f(x) = f(—x).

a a
De plus si f(x) est paire, alors Jfx) dx = 2 ()J f(x) dx.
-a

4 2

Exemple 3: a) 1, x2, x4, ..., x20 cos(kx), x 2", e*+e7*, etc... sont des fonctions paires,

ainsi que toute combinaison linéaire de ces fonctions.

2 2
b) __’;x4dx=2,£x4dx
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Définition 3: Une fonction y = f(x) est dite impaire si et seulement si

f(—=x) = - f(x).

a
De plus si f(x) est impaire, alors [ f(x) dx = 0.
—a

Exemple 4: a) x, x3, X7, ...

S, x2tl QD) G kx) €7 etc... sont des fonctions im-

paires, ainsi que toute combinaison linéaire de ces fonctions.

2
b) _LXde:O

Prop. 4: Soit f(x) et g(x) deux fonctions paires. Soit h(x) et k(x) deux fonctions im-

paires. Alors
a) f(x) g(x) est paire HH=H

b) h(x)’k(x) est paire : G E=6)
¢) f(x)"h(x), f(x)k(x), g(x)'h(x) et g(x)'k(x) sont impaires HEE=06-
d) f(x)1g(x) est paire (comme combinaison linéaire de fonctions paires)

e) h(x)xk(x) est impaire (comme combinaison linéaire de fonctions
impaires)

f) f(x)th(x), f(x) k(x), g(x)th(x), g(x)£k(x) ne sont ni paires ni impaires.

Théoréme 1: Si y =f(x) est une fonction périodique de période P, alors

P2 P C+P
) PI/ £00 dx = OI f(x) dx = ij(x) dx
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Définition 4: Une série trigonométrique est une série de la forme

a
70 + a;cos(®X) + bysin(wx) + a,c0s(2mX) + b,sin(20x) + ...

a & SR
= —29 + 2 a, cos(nmx) + Z b, sin(nwx) §))
n=1 n=1
Les constantes a, a,, ..., by, b2, ... sont les coefficients de la série trigonométrique.
21

Si la série (1) converge, sa somme est une fonction périodique f(x) de période P = e

. s .. . . 21
En effet, il est évident que la série (1) est une fonction de x. Pour montrer que la série a P = o

comme période, il suffit de remplacer x par (x+ %] dans (1).

On aura: ancos(nw(x+ %D= a, cos(nwx + n27m) = a,cos(nwx).
» P2 C+P
Prop. 5: 1- Jsin(nz%tx}\x = Jsin(nzfnx}ix =0.
-P/2 C
P2 C+P
) 2 Ve o [ cof o2 e =0
- cos| np X fix = | cosinpx fix =0.
-P/2 C
P2

3- '[ COS(HZ?TCX)Sin(mZPTan dx =0 pour tous m et n.
-P/2
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53

P2
4- jcos(ngl—)@x)cos(mz?nx) dx =0 pour m#n.
-Pr2

P2

5 2 ) o2 gy = P
- COSIIPX COSIIPX X—2.
-Pr2

P2
6- j sin(n%cx) Sin(ﬁl%X) dx = 0 pourm#n.
-P2

P2

7- j sin(nz%cx) sin[nz%tx) dx =
-P/2

P
7.

Théoréme de Fourier

a (o]
Si la série 70 + z [ancos(n(nx) + bnsin(n(nx)] avec O = gPE converge uniformé-

ment vers f(x) dans l'intervalle (% E) [ou dans (C , C+P)], alors

f(x) = % 2 [a,cos(nwx) + b sin(nawx) |, od

2
n=1
2 P/2 2 C+P a P/2
=5 I foodx =5 CJ (x)dx Donc 7" PI/ £(x)dx =§ Cj (x)dx
P,{Z C(-_i-P
2 2 2 21
== f(x)cos|n55x x =5 | f(xX) cos| n5x dx pour n=>1
pJU(p}‘ PJ()(P}ip
-P/2 C
P!Z C(-‘FP
b, =% ] f(x) sin(nz%tx}lx =% f(x) sin(nz%tx}lx
P2 C

ou P est la période de la fonction f(x).
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La série %Q + Z [ancos(ncox) + bnsin(n(ox)] s'appelle la série de Fourier de 1a fonction f(x).
n=1

Les a, et les b, sont appelés les coefficients de Fourier de f(x).

La proposition suivante, due a Dirichlet, et qu'on retrouve le plus souvent dans les livres
d'analyse, présente un ensemble de conditions qui assurent la convergence de la série de Fourier

associée a une fonction.

Théoréme 2: Soit f(x) une fonction bornée, périodique de période P, n'ayant qu'un
nombre fini de discontinuités de type "saut".

Si f(x) posséde en tout point une dérivée a gauche et une dérivée a

droite, alors
1- sa série de Fourier est partout convergente
2- sa série de Fourier a pour somme

f(x) en tout point de continuité

% [f(xa) + f(xg)] en tout point de discontinuité x, de la fonction f(x).

Remarque 1: Le théoreme 2 nous permettra d'utiliser les séries de Fourier dans tous les pro-
blémes de génie ol interviennent des fonctions périodiques sans nous poser de questions sur la
convergence de la série. En effet, dans tous les problémes concrets, les hypotheses de la pro-

position sont toujours vérifiées.

Remarque 2: Le théoréme de Fourier nous indique comment construire une série trigonomé-

trique a partir d'une fonction f(x) qui est périodique.
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Exemple 5: Calculons la série de Fourier de la fonction

{1 si xe 0, n)
f(x) =

-1 sixe¢m,0)

avec f(x) = f(x + 2r) [donc P =2m]

T
ag= 22_1c Jt f(x) dx =0 car f(x) est impaire.
2 T
4= 3 ] f(x) cos(nx) dx =0 car f(x) cos(nx) est impaire.
2 -7
2 F )
b_= o _L f(x) sin(nx) dx

T
OI f(x) sin(nx) dx car f(x) sin(nx) est paire.

ailo

30

T
Oj sin(nx) dx

) .
= o cos(nx)! 0

-1 sin est impair
Remarquons que cos(nm) =
1 sinestpair
-2 sin est impair
Donc cos(nx)lz)t = cos(nm) — 1=

0 sinestpair

0 sinest pair

=b, =34 . ..
3 S1 n est impair

On peut donc écrire:



f(x) = % (sinx + % sin(3x) + % sin(5x) + )

Chapitre 8

La figure qui suit permet de visualiser le fait que plus on prend de termes dans la série, plus on se

rapproche de la fonction f(x)

4/w sin x
1.5 4/m (sin x + 1/3 sin 3x)
1.57
<N | P N,
_— 1
5T : / 0.5+ \: '
- I Ul sy e BN — /.
.5+ 1 -0 X
! L TN
N ~NS
v 1.5+
1.5+
4/n (sin x + 1/3 sin 3x + 1/5 sin 5x) 4/w (sin x + 1/3 sin 3x + 1/5 sin 5x + 1/7 sin 7x)
1.57 .57
0.57 0.5

4/% (sin x + 1/3 sin 3x + 1/5 sin 5x + 1/7 sin 7x + 1/9 sin 9x)

Exemple 6: Trouvons la série de Fourier de la fonction f(x), décrite par le graphe suivant:

55
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2n 4n X

Ona f(x)= % si x € (0,2m) £(x) = f(x+21)

2n
2 (x 1 o2n  4x?
Alors = 5 Jﬁdx=£2—x|0 =2—n2=2 Donc
0
21 )
X 1 rx . 1 T
4= 5 T—Ecos(nx) dx = P(ﬁ sin(nx) +§cos(nx)) o =0
0

T
by= 5 | x sinto) ax = 4 (Fcosm + L sinuy |+ =72
n= 32 X sin(nx) x—nz(n cos(nx nzsmnx)o =0

On a donc obtenu:

fx)= 1- % (sin X + % sin(2x) + % sin(3x) + % sin(4x) + ]

)

1

Exemple 7: Trouvez la série de Fourier de la fonction suivante:

Asinx si O0<x<Tm
f(x) =

0 si T<Xx<2m f(x+2m) = f(x)



2 ) A T
89 = ﬁd‘FA sin(x) dx = ?cos(x)lo = = (-1-1)

an=

A
T

fsin(x) cos(nx) dx

11 faut traiter deux cas séparément: n=1 et n> 1

a; = % fsin(x) cos(x) dx = % sin2x|;c =

pour n>1: a = %f[sin(nﬂ)x —sin(n—-1)x] dx

]

Donc, si n est pair,

0

% |i-nl—1 cos(n—1)x — nl? cos(n+1)xi[:

2
—iA—[ 1_‘11__—] si n est pair

si n est impair

a, =

A
n(n3-1)

b, = %fsin(x) sin(nx) dx

Chapitre 8

Ici encore, il faut traiter les deux cas séparément: n=1 et n> 1:

Pourn=1,

by = Afsm 2y dx =
0

A
T

2

X sin(2x)
)G

_A
~2

57
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Pourn>1,
b = A (sin(n-1)x sin(n+1)x )" ~0
n” 2x| n-1 = n+l o

On a donc la série de Fourier

f(x) = ’—:;— + %sin(x) - % (Cojlex) + C?%(ff ) + 0386(_6;( ) + ]

3

Remarque 3: La valeur 5 représente la valeur moyenne de la fonction f(x).

Remarque 4: Si on translate une fonction périodique suivant 1'axe vertical, tout ce que ¢a
change dans sa série de Fourier, c'est 1a valeur moyenne de la fonction.

En effet, soit f(x) et sa série de Fourier, et soit g(x) = f(x) + T.

f(x) = % + z [a,cos(nex) + b sin(nex) |
n=1

gx)= T+ % + 2 [a,cos(nx) + b, sin(nex) |

n=1

Théoréme 3: Si f(x) = f(x+P) est une fonction paire, alors il n'y a pas de termes en
sinus dans sa série de Fourier, c'est-a-dire que tous les b, sont nuls.

En effet, si f(x) est paire, alors f(x)'sirl n %,Ex) est impaire puisque
P2
sin(n 2?17; x) est impaire. Alors b, = % Jf(x) sin[n —21371 x) dx =0 par
P2

la définition 3.
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Théoreme 4: Si f(x) = f(x+P) est une fonction impaire, alors il n'y a pas de termes en
cosinus dans sa série de Fourier, c'est-a-dire que tous les a, sont nuls.

La remarque 4, ainsi que les théoremes 3 et 4, s'ils sont bien compris, permettent de sauver beau-
coup de temps au niveau du calcul des séries de Fourier.

Dans I'exemple 6 en effet, nous avons obtenu a =0 pour n=1. On aurait pu arriver a cette méme

conclusion en suivant le raisonnement suivant: si on prend g(x) = f(x) — 1, la fonction g(x) est

impaire et, donc, les a, sont nuls dans la série de Fourier de g(x). Et puisque f(x) = g(x) + 1, les

s A . . . A pd ~ . a
a, doivent etre nuls dans f(x) aussi, sauf a; qui doit €tre égal a 2 puisque 70 =1.

Remarque S: Si dans la série de Fourier d'une fonction, les b, sont nuls, c'est que la fonction est

paire. Cependant, il est faux de dire qu'une fonction dont les a_ sont nuls est une fonction im-

paire. (Voir l'exemple 6.)

Exercices 8.1

Calculer les séries de Fourier des fonctions suivantes.

-  fx)= x* xe (02n) P=2n

) ca [0 x € (=5,0)
- W= {3 xe©5  P=10
3 ) = 2 x €(0,3)
- o= {—2 xe(3,0)  P=6
. ) = {cos(x) x € (0,m) Peon
0 X € (m,2T)
5- ., . JAsinx)+1 xe (O,m)
/() _{ 1 xe (m2n) P=2n
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6- fx)=2x+3 xe (0,1) P=1

7-  fx)=3x* xe (2 P=l

8- ]('(x) :{ 0 Xe (—'8,0)
X x € (0,8) P=16

Le document des prochaines pages montre comment s'aider de la calculatrice pour traiter les problémes de calcul de
série de Fourier d'une fonction périodique.

Consultez cette page http://www.luciole.ca/gilles/mat265/calculatrice.html pour d'autres documents pertinents.



Activite 1
l__________________________________________________________________________|
@Calcul de la série de Fourier d'une fonction périodique T
oConsidérons la fonction f {x}—4—2x sur l'intervalle O<x=2. On veut en faire un prolongement pair périodique.

{ )_ 4-2x (O<x<2

4—2x 0<x<2
(x)=
—4+2x F<x<4

©La période sera donc P=4 et la fonction sur 1 période peut s'écrire g
4+2x —2<x<0
©8i g est une fonction sur une période a<x<b et qu'on la rend périodique de période P=b—a a l'extérieur de cette intervalle

©la fonction modulo, mod ( ) permet de tracer la fonction périodique en faisant: g [mod(x—a,b—a)+a)

©les pages 2 et 3 illustrent ceci en tragant cette fonction périodique

SLYJ"; 4-2- x,0<x=<2 Terminé
4+2- x,-2<x<0

th);—{‘;_z'x‘“q‘fz Terminé
2rx—4 2<x<4

hp(x); ;fr[mod [x,ék)) Termine

Termine

gp{x):—g(mod[_x— 2,4]— 2]

©Quand la fonction initiale, sur 1 période, peut s'écrire sur l'intervalle 0=x<P, l'écriture est plus simple (car a=0)

©A la page 4, on fera les calculs pour déterminer la représentation par série de Fourier de cette fonction périodique.

@Calcul de la série de Fourier d'une fonction périodique

6 4

10

£3(x)=ff(x)

En rouge, la somme partielle de la série de Fourier avec 4 termes non—nuls

10

atelier-mat265-Fourier-Gilles.ths
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IAVAYAYA!

ct+P

10

@Le coefficient al) de cette série se calcule avec all= — ﬂx} dx , l'important est ici d'intégrer sur une longueur de période
l:l
5

[choisir ce qui est plus simple )

©Comme la période est ici P=4 et que la fonction est en 2 morceaux cela implique 2 intégrales:

2 0 4
= ( [4—2-x]dx+ (4+2-de1 ©si on utilise la fonction g Lr]
4 1)o 2
. g 2 4 . | 4
:-‘ [_4—2-1)1\’— (2-.r—4].1r ©si on utilise la fonction h [x)
4 1o 2 |
a a
@On aurait pu également se souvenir que, par construction, la fonction est paire et alors f]mim(x) dx=2- f]’nim(x} dx
—-a 0

2
2.2 | \
al:=—=- | (4-2- x)ax
4 Jo

; o al) e G -
©Dongc, la valeur moyenne de la fonction sur une période, —, vaudra ici 2 ce qui était assez évident en regardant le graphe.
2

oSur la page suivante, on calcule les coefficents a.

@Sur la page suivante, on calcule les coefficents a. ou a (n) de la série. La fonction étant paire, les coefficients b. seront nuls.

atelier-mat265-Fourier-Gilles.ths 2sur:7



cp .
©Les coefficients a(n] de cette série se calcule avec a (n}—— ﬂx) cosin: —x||dx
lJ
c
2 0 | 8- {cos{n- n}—l:]
2, [{4—2-1]- cos{ne =L x||wx+ (4—2-_1')- cosfn- =L x )d:( ©si on wtilise la fonction g {x} nz-rcz
4 \ 4 | I S
Jo 2 |

©Comme pour la calcul de a0, la fonction est paire et cos {} est paire donc le produit est pair, on peut calculer a (n) uniquement sur
O<x<2
2 Terminé

dx

. s 1y 3.
aln):=2-=+ | |(4-2: x)- cos{n- il
4 | \

! 4
0

a(n] 8 8-c05{n- ?:}

J.12. 7:2 J.12 : :12

©On peut simplifier a [u:] en indiquant que n est une constante entiére, on tape @nl pour cela:

a(ﬂ]] 8-( ])ﬂl
n]z-ftz ﬂ}2-7c2

oCalculons les 6 premiers coefficients a |::|1_‘J

©Calculons les 6 premiers coefficients a {n}

seq(a[n],n,l,h} E 0. 16 0, 16 0
2 2
ft2 Q- 25-n
©Calculons une somme partielle de la série de Fourier:
6 (5 7e x| 3 - x| (- x|
al) i . [ 3em 1\ 16+ cos >R x’ 16 cos & r] 16+ COS‘H'
+ a(nJ'- cos‘n- —x 2 | 2|
|4
el 25-7t2 9'71:2 th
16 cos rxE 16- cos[} = XJ 16- cos E] i
2 3
2 2~
25-::2 9-11:2 .
@Retoumnons a la page 2 tracer cette somme partielle pour vérifier que celle—ci  "approxime" bien la fonction périodique
©Cochez la case du nom de ma fonction contenant la somme partielle
6 Terminé
iy afn} cos|n* — x’ ~dx)
2 \
n=1

©La ligne précédente illustre ce qu'on ne devrait jamais faire. Le logiciel ne simplifie pas l'expression avant de la tracer.

©Cela signifie que pour chaque point du graphe, il faudra recalculer la sommation indiquée, incluant les intégrales sous—jacentes dans a

'[n)

atelier-mat265-Fourier-Gilles.ths
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©Cela sera tres long, sur la calcu au moins 10 fois plus long. Sur la calcu on appuie sur la touche ON au moins 5 secondes pour arréter

une opération.
©Sur 'ordinateur, on appuie sur la touche Pause ou Break quelques secondes pour arréter les calculs ou le tracé qui prend trop de temps.
©On peut éviter ce demier probléme, en mettant en mémoire dans a {n) le résultat de l'intégrale et non l'intégrale en fonction de n.
2 8 . o cos{n- TE]
ne x> ”2.12

2-3- [[_4—2-)(}%05::-2-)(”.11
4 | 4 |

0
8 8 cnsfn- z} Terminé
————»aa(n]
2 2 2
nom noen
aa{n} 8 _S-n:os{n-:c]
2 2 2 2
noem S
6 | ! Termine
@y E aa(n_]-cos n-ﬁ-x] —rdﬁ:rs:(x}
2 4 |
n=1
2 . Terminé
z | [ 2. ||
Define a{n}—Z- s {[4—2-1)- cos H'—T'J( dx
4 | \

0

Activite 2

©Considérons la fonction sin [x) pour O=x<m. On la prolonge pour en faire une fonction périodique de période P=n

©De facon équivalente, on peut considérez cette fonction f {x]—|sinfx_]|

b 4
2 . B
alt=—: 51n{x} dx T
BEND
clLa fonction étant paire (voir graphe 4 la page 2.3 ), on sait que les coefficients b (n) seront nuls. Vérifions cela:
n Terminé
2 1.y .| 2% |
b[n):——- sin(r}- sin n-—.t-x]dx
T T

bln) [ 1 . \
a bln _ ~ — |- sin(2- 7+
\2-nt1)-x (2-n-1)-7) g

& @Le logiciel ne sachant pas que n est un entier positif, il ne nous donne pas la valeur nulle cherchée. Mais si on remplace n par @n]1

blni ]

atelier-mat265-Fourier-Gilles.ths
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b Done

a[n):—E sin(x)- cos(n-—‘-x dx

T T

0
A ﬂ'[ﬂ}] 2 _ 2
. (2-n1+1)}- 7 (2-nI-1)-x
& a(n) [ ! = ! -cos{Z- ne rt}+ : —= !
l{2- n+l)-7: (2-::—1)-1:. (2-n+1)-n {2-n—1)-:'t

4 4 cos(S-x}_é\' cos{h-x}_4~ cos{4-x}_4~ cos{Z-x)_E
407 E [.a(n‘}-cos(} n-x}l) 637 357 15+ ¢ 3w n
2

n=1
4. cosfg-x) 4. cns{(rx) 4-c05[4-x) 4-c05[2-x)_.£ ff{f) Done

63 357 15 7 3-x by

©On constate a la page suivante que méme avec peu de termes de la série, le résultat est trés proche de la fonction initiale.

©Dans l'activité suivante, une fonction semblable a celle—ci mais avec un probléme potentiel...

[2(.\‘) —IT(\]

9.42 3.14 ' 9,42

fi (r) =| sin(x)
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